
УТВЕРЖДАЮ


Председатель оргкомитета третьего 


этапа республиканской олимпиады,


начальник управления образования
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II этап

8 КЛАСС
1. Как посадить 10 деревьев, чтобы нашлось 5 рядов, в каждом из которых ровно 4 дерева?

2. Среди  философов каждый седьмой – математик, а среди математиков каждый девятый – философ. Кого больше – математиков или философов?
3. Два равносторонних треугольника АВС и CDE имеют общую вершину 
(см. рис.). 
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Найдите острый угол между прямыми AD и BE.
4. Докажите, что если для натурального числа n произведение 1.2.3..... n не делится на n+1, то число n+1 простое.

5. На столе лежат 9 карточек, на которых написаны натуральные числа от 1 до 9. Двое по очереди откладывают в сторону по одной карточке. Проигрывает тот, после хода которого сумма чисел на отложенных карточках станет больше 25. Кто выигрывает при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнер?
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   9 КЛАСС
1. Докажите, что 
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 делится на 32 при любых целых 
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 и 
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.

2. Докажите, что ни при каком  натуральном n число 
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не является квадратом натурального числа.

3. Пусть 
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. Докажите справедливость неравенства
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4. В 41 коробке лежит 2010 шариков. Разрешается взять из любой коробки ровно 17 или ровно 25 шариков  и переложить их  в любую другую коробку. Докажите, что с помощью таких операций можно собрать все шарики в одной коробке.
5. Сеть автобусных маршрутов в пригороде Амстердама устроена так, что:

а) на каждом маршруте есть ровно три остановки; 
б) любые два маршрута либо вовсе не имеют общих остановок, либо имеют только одну общую остановку. 
Какое наибольшее количество маршрутов может быть в этом пригороде, если в нем всего 9 остановок?
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   10 КЛАСС
1. Докажите, что четыре расстояния от точки окружности до вершин вписанного в нее квадрата не могут одновременно быть рациональными числами.

2. Найдите все целые n такие, что 9n + 16 и 16n + 9  – квадраты натуральных чисел.

3. Имеется много одинаковых правильных треугольников. В вершинах каждого их них написаны в произвольном порядке числа 1, 2, 3 (каждое из чисел 1, 2 и 3 написано в одной из вершин треугольника). Треугольники наложили один на другой и нашли сумму чисел, попавших в каждый из трех углов стопки. Может ли оказаться, что в каждом углу сумма равна: а) 25, 
б) 50 ?
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4. Оси Ox и Oy и прямые y = ax + b, y = bx + c, y = cx + a расположены так, как показано на рисунке. Укажите ось Ox и положительное направление на ней. 

5. 8 кружков раскрашены в четыре цвета: 2 синих, 2 белых, 2 красных и 2 черных. Два игрока по очереди крепят кружки к вершинам куба. Первый выигрывает, если после расстановки всех кружков из каждой вершины куба можно провести ребро, к концам которого прикреплены кружки одного цвета. В противном случае выигрывает второй игрок. Кто выигрывает при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнер?
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   11 КЛАСС
1. Найдите все натуральные  n такие, что число
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2. Найдите все тройки чисел 
[image: image9.wmf](,,)
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, удовлетворяющих соотношению
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3.  Дан остроугольный треугольник ABC, в который вписан прямоугольник MNPQ таким образом, что 
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где 
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 обозначает площадь фигуры А.

4. Пусть 
[image: image14.wmf]f

– функция, определенная на числовой прямой и принимающая  действительные значения, такая, что для всех действительных х и у>0 выражение 
[image: image15.wmf]()()

fxfxy

++

 является рациональным числом.  Докажите, что 
[image: image16.wmf]()
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 является рациональным числом для всех действительных  х.

5.  Турист, который приехал в Гродно поездом, весь день ходил по городу пешком. Поужинав на Советской площади, он решил вернуться пешком на вокзал, следуя по тем улицам, которые он уже проходил нечетное число раз. Докажите, что турист сможет вернуться на вокзал.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ
8 КЛАСС.
1.Решение. Пример расположения показан на рисунке.
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2.Ответ: математиков больше, чем философов. 

Решение. Множество всех математиков среди философов и множество всех философов среди математиков – одно и то же множество. По условию задачи, это множество составляет одну седьмую множества всех философов и одну девятую множества всех математиков. Другими словами, философов в 7 раз больше, чем членов этого множества, а математиков – в 9 раз больше. Значит математиков больше, чем философов.

3. Ответ: 
[image: image18.wmf]60
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Решение. Пусть P – точка пересечения прямых AD и BE. Заметим, что треугольники ACD и BCE равны (по двум сторонам и углу между ними), откуда следует, что 
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4. Решение. Допустим, что 
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является составным числом и 
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 являются различными делителями числа 
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 нельзя представить в виде произведения двух различных сомножителей, то 
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 – некоторое простое число. В этом случае 
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 имеет различные множители 
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5. Ответ: Первый игрок выигрывает.

Решение.  Первый игрок первым своим ходом берет карточку с цифрой 5. Разбивает все карточки на пары: 1 и 9, 2 и 8, 3 и 7, 4 и 6. Как только второй игрок берет одно число из чисел, первый берет второе число из соответствующей пары. Тогда после трех ходов первого игрока сумма чисел на выбранных карточках  будет равна 25. А значит своим следующим ходом, второй превысит 25. Значит он проиграет. 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ
9 КЛАСС.
1.Решение Если 
[image: image39.wmf]a

 и 
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 одинаковой чётности, то 
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  – чётное число и 
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делится на 32. Если 
[image: image43.wmf]a

и 
[image: image44.wmf]b

 разной чётности, то 
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делится на 32. Значит  
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  делится на 32 при любых целых 
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 и 
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.

2. Решение. Заметим, что

[image: image50.wmf]2243243243222

()222212321(1)

nnnnnnnnnnnnnnn

+=++<++++<++++=++


Значит, наше число заключено строго между двумя последовательными квадратами натуральных чисел и поэтому не может являться квадратом натурального числа.
3. Решение. Перепишем неравенство в виде 
[image: image51.wmf]1111
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. Последнее неравенство эквивалентво следующему: 
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.  Поэтому достаточно убедиться в справедливости неравенства 
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4. Решение.  Заметим, что есть коробка в которой лежит не менее 50 шариков. Действительно, если бы в каждой коробке лежало не более 49 шариков, то всего шариков было бы не более, чем 
[image: image56.wmf]49412009
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, что противоречит условию. Назовем такую коробку “нашей”. Теперь возьмем любую непустую коробку, переложим в нее из нашей два раза по 25 шариков, а потом переложим назад из нее в “нашу” три раза по 17 шариков. В результате в выбранной нами коробке станет на один шарик меньше, а в “нашей”  – на один шарик больше. Действуя таким образом, мы сможем по одному переложить в “нашу” коробку и все остальные шарики.
5. Ответ: 12.
Решение. Рассмотрим какую-нибудь остановку A. Определим наибольшее количество маршрутов, проходящих через нее. Кроме A, в городе есть еще 8 остановок. На каждом маршруте, проходящем через A, есть еще две остановки. Так как никакие два из этих маршрутов не могут иметь общих остановок, отличных от A, то всего через A может проходить не более, чем 8:2 = 4 маршрута. Занумеруем все остановки и обозначим через 
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 количество маршрутов, проходящих через первую остановку, через 
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 количество маршрутов, проходящих через вторую остановку, ... через 
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 количество маршрутов, проходящих через девятую остановку. Так как на каждом маршруте ровно 3 остановки, то 
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– общее количество маршрутов. По доказанному выше, каждое слагаемое 
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не больше четырех. Следовательно, 
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. На рисунке изображена схема, удовлетворяющая условию задачи и содержащая 12 маршрутов.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ
10 КЛАСС.
1. Решение.  Стороны квадрата стягивают дуги по 90 каждая. Значит, ATC = BTD = 45 (показано на рисунке). Обозначим расстояния от точки T до вершин A, B, C и D квадрата как a, b, c и d, а сторону квадрата как k. Тогда из треугольников ATC и BTD по теореме косинусов [image: image133.png]


следуют равенства
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Приравняв правые части равенств, после преобразований получим:
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Если бы числа a, b, c и d были рациональными, то рациональным было бы и число 
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, что не так.

2. Ответ: 
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Решение. Поскольку 
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 также является квадратом натурального числа. Справедливы неравенства 
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Заметим, что 
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3. Решение. Пометим углы стопки числами 1, 2 и 3 и обозначим через 
[image: image88.wmf],
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соответственно количество единиц, двоек и троек в i – ом углу стопки (i = 1,2,3). Положим
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Число A является числом треугольников в стопке. В i – ом углу стопки сумма чисел равна 
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 (i = 1,2,3), то складывая эти соотношения, получим, что 
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. Поскольку A  – целое число, p не может быть равным 25. Случай p = 50 подходит и достигается если положить, например, 
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4. Ответ: ось Ox направлена на чертеже влево вниз (показано на рисунке ниже). 
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Решение. Из уравнений ax + b = bx + c, bx + c = cx + a, cx + a = ax + b следует, что абсциссы точек пересечения пар пунктирных прямых равны
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Их произведение равно –1, поэтому среди абсцисс этих точек есть отрицательное число. Причем оно ровно одно, так как одна из дробей принимает положительное значение. Действительно, если a — наибольшее из чисел a, b и c, то 


[image: image98.wmf]0

ba

ca

-

>

-

.
То есть единственная полуплоскость, в которой расположена ровно одна точка пересечения прямых, — полуплоскость точек, у которых абсцисса отрицательна. Отсюда следует ответ задачи.

5. Ответ: Второй игрок всегда может добиться своей цели.

Решение. Для доказательства того, что второй игрок всегда может добиться своей цели, заметим, что куб – центрально-симметичная фигура. Пусть второй игрок каждый раз выбирает кружок того же цвета, что и первый и прикрепляет его к вершине, центрально-симметричной к вершине, выбранной первым игроком на предыдущем шаге. Очевидно, что у второго игрока всегда будет возможность так поступить. Тогда в конце игры, никакие две вершины, являющиеся концами одного ребра, не будут отмечены кружками одного цвета, то есть первый игрок проиграет.
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ
11 КЛАСС.
1. Ответ: Таких чисел n не существует. 
Решение. Обозначим 
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Возведя полученное равенство еще раз в квадрат:
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И следовательно,
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В силу того, что число m целое, число 
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должно быть рациональным, более того оно должно быть целым, так как n целое. Для того, чтобы число 
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 было целым, число 2010 должно делиться на 
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, видим, что такое невозможно, и,  следовательно, таких чисел n не существует.
2. Ответ: {
[image: image108.wmf](,1,);(,1,)
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, 
[image: image109.wmf]a

 – действительное число}.
Решение. Соотношение, приведенное в условии задачи перепишем в виде: 

[image: image110.wmf]222
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.
Следовательно


[image: image111.wmf]222
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Отсюда следует, что


[image: image112.wmf]222
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Последнее неравенство равносильно следующему неравенству:


[image: image113.wmf](
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Поэтому каждый из квадратов в левой части последнего равенства равен нулю, то есть  
[image: image114.wmf]||1,||1
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 и 
[image: image115.wmf]zx
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. Значит, искомые тройки чисел 
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 имеют вид 
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 или 
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 для некоторого действительного числа a.

3. Решение. Пусь 
[image: image119.wmf],
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. Обозначим через 
[image: image120.wmf]a
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 высоту, опущенную из вершины 
[image: image121.wmf]A

треугольника ABC на сторону BC. В силу того, что прямые PQ и BC параллельны, треугольник  AQP подобен треугольнику ABC. Следовательно 
[image: image122.wmf]()
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. Таким образом 
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,
и требуемое неравенство доказано.

4. Решение. Для каждого действительного 
[image: image124.wmf]x

 и 
[image: image125.wmf]0
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 обозначим 
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Так как 
[image: image129.wmf]()

xxyy

=-+

 и 
[image: image130.wmf]()2
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 числа 
[image: image131.wmf],,

uvw

 являются рациональными в силу условия задачи. Следовательно,  рациональным является и число 
[image: image132.wmf](
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.  Что и требовалось доказать. 

5. Решение. Будем называть отрезок пути между двумя перекрестками четным, если турист проходил этот отрезок четное число раз, и нечетным в противном случае. Заметим, что на каждый перекресток выходит четное число нечетных отрезков. Действительно, перед путешествием туриста число нечетных отрезков равно нулю (ни один из отрезков не пройден), то есть четно. Кроме того, проходя через перекресток турист меняет четность одновременно двух отрезков, сходящихся на этом перекрестке (по одному из них он приходит к перекрестку, по другому – уходит с него). Следовательно, к каждому перекрестку примыкает 0, 2 или 4 нечетных отрезка. Если турист, возвращаясь на вокзал, попадает на некоторый перекресток по нечетному отрезку, то к этому перекрестку должен примыкать еще хотя бы один нечетный отрезок (иначе их было бы нечетное число) . По этому отрезку турист сможет покинуть рассматриваемый перекресток. Очевидно, что при возвращении туриста, число нечетных отрезков уменьшается, так как пройденный нечетный отрезок становится четным. Поэтому, в некоторый момент нечетных отрезков не останется. Как показано выше, в этом случае турист не может находиться на перекрестке. Следовательно, в указанный момент турист окажется на вокзале, что и требовалось доказать. 
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