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6 декабря 2009 года

 7 КЛАСС.
1.Лена сосчитала знакопеременную сумму ряда чисел 
[image: image117.png]


:
                                           
[image: image2.wmf]20092010

248...22

-+-+-+


А Рома – обычную сумму чисел:
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Во сколько раз результат Лены меньше результата Ромы?
2. Длину прямоугольника увеличили на 1м, а ширину – уменьшили на 1мм. Могла ли при этом площадь прямоугольника уменьшиться?

3. Пятеро друзей скинулись на покупку. Может ли при этом оказаться, что любые два друга в сумме внесли менее одной трети общей стоимости?
4. По кругу стоят 22 человека, каждый из них – рыцарь (который всегда говорит только правду) или лжец (который всегда лжет). Каждый из них произнес фразу: «Следующие 10 человек по часовой стрелке после меня – лжецы». Сколько среди этих 22 людей лжецов?

5. Квадрат 5  5 покрывают полосками 1   2 так, что каждая клетка полоски покрывает клетку квадрата. Можно ли положить несколько полосок так, чтобы каждая клетка квадрата была накрыта ровно 5 раз?
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   Белорусская математическая олимпиада школьников
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6 декабря 2009 года

 8 КЛАСС.
1.Существуют ли действительные числа a, b, c, для которых выполняются равенства   

                                                  a + b + c = 5,
                                                  ab + bc + ac = 13?

2. На прямой отметили несколько точек. После этого между любыми двумя соседними точками поставили по точке. Такую операцию повторили 3 раза. В результате на прямой оказалось ровно 81 точек. Сколько точек было на прямой первоначально?

3.Две биссектрисы треугольника пересекаются под углом 60 градусов. Докажите, что один из углов этого треугольника равен 60 градусам.

4. В школе 350 учеников и 175 парт. Ровно половина девочек сидят за одной партой с мальчиками. Можно ли пересадить  учеников, так, чтобы ровно половина мальчиков сидела за одной партой с девочками?

5. В одной клетке бесконечной шахматной доски стоит фигура, которая за один ход может переместиться либо на 3 клетки по вертикали и 4 клетки по горизонтали, либо на 4 клетки по вертикали и 3 клетки по горизонтали. Докажите, что такая фигура из любой клетки доски может попасть за несколько ходов в любую другую клетку.
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9 КЛАСС.
1.Может ли разность между трехзначным числом и числом, записанным теми же цифрами, но в обратном порядке, быть квадратом натурального числа?
2. На клетчатой бумаге нарисован квадрат. Известно, что его можно разрезать на прямоугольники размером 1 x 6 клеток. Докажите, что этот квадрат можно также разрезать на уголки из трёх клеток.

3. Учитель написал на доске 5 уравнений: 

ax + b = 0, 
bx + c = 0, 
cx + d = 0, 
dx + e = 0, 
ex + a = 0.

Коля похвастался, что может заменить буквы a, b, c, d, e числами так, что три из этих пяти уравнений не будут иметь решений. Докажите, что Коля не прав.

4.  В треугольнике ABC с длинами сторон a, b, c радиус описанной окружности 
[image: image4.wmf]abc
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. Найдите углы треугольника ABC.

5. На острове из 7 городов проведено железнодорожное сообщение между городами. Каждая железная дорога соединяет два города и известно, что из каждого города на острове выходит по крайней мере три железные дороги в другие города. Докажите, что существует путь по острову, проходящий через 4 разных города по железным дорогам и возвращающийся в стартовый город. (Например:  A-B-C-D-A).
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  10 КЛАСС.
1.Сколько существует четырехзначных чисел, которые делятся на 19 и оканчиваются на 19?

2. Можно ли квадрат со стороной 20 см разрезать на 10 попарно неравных квадратов, длины сторон которых выражаются целым числом сантиметров?

3. Пусть a,b,c,d – натуральные числа, такие что
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Докажите, что число 
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 составное.

4.  Дан шестигольник  ABCDEF , такой что AB=BC, CD=DE, EF=FA.  Докажите, что прямые BE  и  DF перпендикулярны.

5. Существует ли 2009 различных натуральных чисел, таких что их сумма делится на каждое из чисел?
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   11* КЛАСС.
1.Что больше: 
[image: image7.wmf]cos(cos1)

 или 
[image: image8.wmf]cos1

 ?
2. В каждой из двух урн находится произвольное не равное нулю число шаров. Разрешается одновременно удалять из урн одинаковое число шаров и удваивать число шаров в одной из урн. Доказать, что с помощью этих операций можно удалить из урн все шары.
3.  Пусть две окружности касаются в точке B. Прямая, касающаяся одной из окружностей в точке A пересекает другую окружность в точках C и D. Докажите, что точка A равноудалена от прямых BC и BD.
4. Пусть 
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 — положительные действительные числа, такие что 
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5.  Существуют ли 2009 различных натуральных числа, таких что:

а) их сумма делится нацело на каждое из чисел?

б) их сумма делиться нацело на сумму любых двух из данных чисел?
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
7 КЛАСС.
1.Ответ: в 3 раза. 
Решение. Нетрудно заметить, что для любого натурального 
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. Запишем указанные суммы в следующем виде: 
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Первая скобка первой суммы в 3 раза меньше первой скобки второй суммы, аналогично можно сравнить и результаты сумм остальных скобок. Поэтому можем заключить, что число, полученное Леной, в 3 раза меньше числа, полученного Ромой. 
2.Ответ: да.  
Решение. Рассмотрим прямоугольник длиной 1км и шириной 2мм. Площадь такого прямоугольника 2м2. Длина нового прямоугольника – 1001м, ширина – 1мм. Поэтому такой прямоугольник имеет площадь 1.001 м2, таким образом, площадь прямоугольника уменьшилась. 
3.Ответ: нет, не может. 
Решение. Пусть 
[image: image17.wmf],,,,
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– суммы денег, внесенных каждым из друзей, s=a+b+c+d+e – общая стоимость покупки. Предположим, что любые два друга в сумме внесли менее одной трети общей стоимости, то есть 
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 и т.д., всего 10 неравенств. Складывая эти неравенства, получим 
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, что неверно. 
4.Ответ: 20 лжецов.

 Решение. Если более 10 лжецов стоят подряд, то один из них говорит правду, значит, такое невозможно. Всего 22 человека, поэтому среди них есть рыцарь. Рассмотрим рыцаря, он говорит правду, значит, 10 следующих за ним людей – лжецы. Так как 11 лжецов подряд стоять не могут, то за 10 лжецами обязан стоять рыцарь, за которым опять стоят 10 лжецов. Всего получается 2 рыцаря и 20 лжецов. 
5.Ответ: нельзя.
Решение. Каждую из 25 клеток квадрата должны накрывать 5 клеток полосок, поэтому всего в полосках должно быть ровно 5  25 = 125 клеток, что невозможно, так как количество клеток в полосках должно делиться на 2. 
8 КЛАСС.
1.Ответ: не существуют. 
Решение. Из равенства a2 + b2 + c2 = (a + b + c)2 – 2(ab + bc + ac) следует, что a2 + b2 + c2 = 52 – 2  13 = –1, что невозможно. 
2.Ответ: 6. 

Решение. Каждый раз на прямую ставиться на 1 точку меньше, чем было на ней к этому моменту. Значит, если вначале на прямой стояло x точек, то после первого раза точек стало x + (x – 1) = 2x – 1, после второго — (2x – 1) + (2x – 2) = 4x – 3, после третьего — 8x – 7, после четвертого — 16x – 15. Из уравнения 16x – 15 = 81 следует, что x = 6. Значит, вначале на прямой было отмечено 6 точек.
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Решение. Пусть биссектрисы AA1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в точке I. Допустим, что (AIC1 = 60(. По теореме о внешнем угле треугольника 

(AIC1 = (IAC + (ICA = ((BAC + (BCA)/2, 

откуда 

(BAC + (BCA = 120( и (ABC = 180(–(BAC – (BCA = 60(. 

Это ещё не всё решение: может случиться, что (AIC = 60(. Однако, тогда (IAC + (ICA = 120(, откуда (BAC + (BCA = 240(, что невозможно.

4. Ответ: нет, нельзя. 
Решение. Девочек, сидящих за одной партой с девочками ровно вдвое больше, чем число парт, за которыми они сидят, то есть таких девочек четное число, а общее число девочек еще в два раза больше по условию задачи.  Таким образом, общее количество девочек делится на 4. Если бы мальчиков можно было бы рассадить аналогичным образом, то общее число мальчиков делилось бы на 4 и следовательно общее число учеников делилось бы на 4, в то время как 350 на 4 не делится. Поэтому подобная рассадка учеников невозможна.

5. Решение. [image: image115.emf] 
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Раскрасим доску в шахматном порядке. Заметим, что фигура с белой клетки всегда ходит на черную, а с черной — на белую. На рисунке видно, что фигура может попасть на любую соседнюю клетку того же цвета. Значит, фигура с черной клетки может попасть на любую черную клетку. Также она может попасть на белую клетку, и таким же образом обходить белые клетки. Значит, фигура с любой клетки может добраться до любой другой.

.
9 КЛАСС.
1. Ответ: Нет, не может.
Решение. Предположим, что такое возможно и пусть 
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 —  данное число. Тогда разность этого числа и числа, записанного теми же цифрами, но в  обратном порядке равна 
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. Так как a-c<11, то произведение 
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 не может быть квадратом натурального числа, и поэтому такого трехзначного числа не существует.
2. Решение. Так как площадь квадрата делится на 6, то длина его стороны также делится на 6. Следовательно, квадрат можно разбить на прямоугольники размером 2x3. Любой такой прямоугольник состоит из двух уголков.

3. Решение. Уравнение kx + m = 0 не имеет корней тогда и только тогда, когда k = 0, m  0. Тогда, из чисел a, b, c, d, e ровно три равно нулю и ровно три не равно нулю, что невозможно. Значит, Коля не прав.
4. Ответ: С одной стороны площадь треугольника 
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. Таким образом, получаем, что 
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5. Решение. Путь, начинающийся и заканчивающийся в том же городе, и проходящий через 4 разных города мы впредь будем обозначать 4-цикл. Предположим, что существует город 
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, который соединен железной дорогой по крайней мере с четырьма другими городами, обозначим их 
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 соединен железной дорогой по крайней мере с двумя из городов 
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, то очевидно существует 4-цикл. (Предположим 
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 соединен с 
[image: image37.wmf]3

A

 и 
[image: image38.wmf]4

A

, тогда 
[image: image39.wmf]13241

AAAAA

----

 - требуемый 4-цикл.) Тогда, учитывая то, что по условию задачи каждый город соединен железной дорогой по меньшей мере с тремя другими, то из каждого города 
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 по крайней мере одна дорога ведет в один из городов 
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 (мы предполагаем, что города 
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 не соединены железной дорогой с 
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, в противном случае 4-цикл строится таким же способом, как было описано выше). Но тогда, по принципу Дирихле, имея 4 города и их соединения с двумя другими, существует по крайней мере два из городов 
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, которые соединены железной дорогой с одним и тем городом из 
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Итак, видим, что если существует город, который соединен железной дорогой по крайней мере с четырьмя другими городами, то утверждение задачи справедливо. С другой стороны, если предположить противное, то есть, что каждый город соединен железной дорогой ровно с тремя другими (напомним, что каждый город соединен железной дорогой по меньшем мере с тремя другими по условию задачи), то удвоенное количество дорог между городами острова равно 
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 —  нечетное число. Полученное противоречие и доказывает утверждение задачи.
10 КЛАСС.
1. Ответ: 5.

Решение.  Пусть N=
[image: image50.wmf]19
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 – такое число. Тогда N–19 тоже кратно 19. Но 
N–19=
[image: image51.wmf]00100
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. Поскольку 100 и 19 взаимно просты, то двузначное число 
[image: image52.wmf]xy

 делится на 19. А таких всего пять: 19, 39, 57, 76 и 95. Легко убедиться, что все числа 1919, 3819, 5719, 7619 и 9519 нам подходят. 
2. Ответ: нельзя. 

Решение. Наименьшая площадь, которую могут занимать десять попарно неравных квадратов, равна 12 + 22 + … + 102 = 385см2 — это меньше площади прямоугольника. Но следующая по величине площадь, занимаемая квадратами, равна 12 + 22 + … + 92 + 112 = 406см2 — это больше площади прямоугольника. Значит, разрезать прямоугольник требуемым образом нельзя.

3. Решение. Рассмотрим число 
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Если число S простое, то второй сомножитель  
[image: image55.wmf]adbc
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=1 и 
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, что возможно лишь в случае когда 
[image: image57.wmf]1
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 поскольку числа a,b,c,d натуральные. В этом случае когда 
[image: image58.wmf]1
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 получаем противоречие с тем, что по условию задачи  
[image: image59.wmf]22
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. Таким образом, видим, что число S составное.

4. Решение. Воспользуемся следующей леммой

[image: image116.png]


Лемма. В  четырехугольнике диагонали перпендикулярны тогда и только тогда когда, суммы квадартов его противополжных сторон равны.

Доказательство леммы. По теореме Пифагора необходимость условия  получается очевидным образом. Достаточность докажем следующим способом: 

Пусть для сторон четырехугольника KLMN  выполняется равенство:  KL2+ MN2= LM2+ NK2.  Из вершин M и K четырехугольника KLMN опустим перпендикуляры MX и KY на прямую LN. Тогда 

MX 2= LM2- LX2 = MN2- XN2 и KY 2= KN2- NY2 = KL2- LY2. Отсюда получаем, что LY 2- YN2 = LK2- KN2 = LM 2 – MN2= LX2- XN2, то есть LN(LY-YN) = LN(LX-XN)  и следовательно LY-YN = LX – XN, то есть точки X и Y совпадают и прямые LN и KM перпендикулярны. 
Доказательство. Для решения задачи достаточно применить доказанную лемму к четырехугольнику BCDEF:  BD2+ FE2= BC2+ CD2+ EF2= AB2+ DE2+ AF2 =BF2+ DE2, следовательно прямые FD и DF перпендикулярны.
5. Ответ: Да, существуют.

Решение. Воспользуемся следующей леммой.

Лемма. Для любого натурального 
[image: image60.wmf]2
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 различных натуральных чисел 
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 таких, что 
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Доказательнство леммы. Для 
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 требуемый набор чисел: 
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. Дальнешее построение проведем индукцией. Предположим, что мы нашли 
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различных натуральных чисел 
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 таких, что 
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. Покажем, как найти набор из 
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 числа, удовлетворяющий требуемым свойствами. Без ограничения общности, можем считать, что найденный набор упорядочен 
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. Заметим, что 
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. Поэтому 
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 и в качестве нового набора из 
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 числа достаточно взять 
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. Очевидно, что 
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 и лемма доказана.

Воспользовавшись леммой, для данного натурального 
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, существуют 2009 различных натуральных чисел 
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 таких, что 
[image: image79.wmf]122009

111

...1

aaa

+++=

. Обозначим через 
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 произведение всех чисел 
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 и положим 
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. Очевидно, числа 
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 натуральны и попарно различны. С другой стороны 
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 и 
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. Таким образом видим, что сумма всех чисел 
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 делиться нацело на каждое из чисел 
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 при 
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11* КЛАСС.
1. Ответ: 
[image: image90.wmf]cos(cos1)cos1

>

. 
Решение. Решение. Так как cos1 < 1 и косинус в первой четверти убывает, то 
[image: image91.wmf]cos(cos1)cos1

>

.

2. Решение. Если в урнах одинаковое число шаров, то решение очевидно. Если нет, то удалим из урн шары так, чтобы в одной из них остался один шар. Удвоим число шаров в этой урне и удалим из урн еще по шару. Будем проводить эту операцию до тех пор, пока в урнах не станет по два шара, после чего удалим эти шары.

3. Решение. Из точки A опустим перпендикуляры AE и AF на прямые BD и BC соответственно и покажем, что AE=AF. Пусть общая касательная к окружностям, проходящая через точку B пересекает прямую AD в точке G. Воспользовавшись известным свойством, что угол между касательной и хордой окружности измеряется половиной дуги, которую стягивает эта хорда заметим 
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Поэтому 
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. Поэтому прямоугольные треугольники ABF и ABE равны по катету и острому углу. Из равенства треугольников следует AE=AF.

4. Ответ: 
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; достигается при 
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Решение. Заметим, что любых действительных 
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 справедливо неравенство 
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Применив неравенство (*) к тройке чисел 
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 получим, что
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, следовательно 
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Заметим, что при 
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, то есть достигается минимально возможное значение.

5. Ответ: а). Да, существуют.  б) Нет, не существуют.  
Решение. 
а). См решение задачи 5 для 10-ого класса.

б). Покажем, что набора чисел, требуемого в условии задачи не существует. Действительно, предположим противное: существуют различные натуральные числа  
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 такие, что их сумма 
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 делится на сумму 
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 для любых различных 
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. Заметим, что  в силу упорядоченности чисел 
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.  Также посольку числа 
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 натуральные 
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. Таким образом имеем: 
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, с другой стороны по условию задачи все 2008 чисел 
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 натуральные. Получаем противоречие с тем, что не существует 2008 различных натуральных чисел больше 1 и меньше 2009. Полученное противоречие и доказывает, то что искомого в задаче набора чисел не существуют.



� EMBED Word.Picture.8  ���


          Рис. 1








_1316291204.unknown

_1316335133.unknown

_1316335674.unknown

_1316356461.unknown

_1319130026.unknown

_1319130083.unknown

_1319130149.unknown

_1319218064.unknown

_1319130142.unknown

_1319130046.unknown

_1319129783.unknown

_1319129891.unknown

_1316358354.unknown

_1319129735.unknown

_1316358349.unknown

_1316336572.unknown

_1316336818.unknown

_1316348593.unknown

_1316356448.unknown

_1316348631.unknown

_1316348505.unknown

_1316336891.unknown

_1316336720.unknown

_1316336757.unknown

_1316336814.unknown

_1316336626.unknown

_1316336520.unknown

_1316336555.unknown

_1316336496.unknown

_1316335382.unknown

_1316335540.unknown

_1316335643.unknown

_1316335662.unknown

_1316335624.unknown

_1316335439.unknown

_1316335458.unknown

_1316335394.unknown

_1316335295.unknown

_1316335349.unknown

_1316335371.unknown

_1316335343.unknown

_1316335220.unknown

_1316335235.unknown

_1316335149.unknown

_1316334836.unknown

_1316334948.unknown

_1316335053.unknown

_1316335077.unknown

_1316334983.unknown

_1316335007.unknown

_1316334864.unknown

_1316334910.unknown

_1316334848.unknown

_1316291711.unknown

_1316291893.unknown

_1316334786.unknown

_1316334830.unknown

_1316334757.unknown

_1316291716.unknown

_1316291365.unknown

_1316291649.unknown

_1316291671.unknown

_1316291213.unknown

_1316264846.unknown

_1316267024.unknown

_1316267086.unknown

_1316291149.unknown

_1316290996.unknown

_1316291059.unknown

_1316270416.unknown

_1316270472.unknown

_1316267044.unknown

_1316267054.unknown

_1316267035.unknown

_1316266814.unknown

_1316266965.unknown

_1316266995.unknown

_1316266926.unknown

_1316264850.unknown

_1316264855.unknown

_1316264856.unknown

_1316264852.unknown

_1316264853.unknown

_1316264854.unknown

_1316264851.unknown

_1316264848.unknown

_1316264849.unknown

_1316264847.unknown

_1316264837.unknown

_1316264841.unknown

_1316264844.unknown

_1316264845.unknown

_1316264843.unknown

_1316264842.unknown

_1316264839.unknown

_1316264840.unknown

_1316264838.unknown

_1291280166.unknown

_1316264835.unknown

_1316264836.unknown

_1291280363.unknown

_1316264834.unknown

_1291280263.unknown

_1192866361.unknown

_1192866362.unknown

_1288102423.doc


A1







C1







I







A







C







B












_1192866360.unknown

