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Условия задач.

7 класс.

1. Решить уравнение: (1 – 2(1 – 2(1 - …2(1-2х)…))) = х (всего 10 двоек. (ответ представить в виде несократимой дроби.)

2. В выражении 
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 буквы заменили на цифры 1, 2, 3 и 4 (различным буквам соответствуют различные цифры). Какое наименьшее значение этого выражения может при этом получиться?

3. Переставьте в “равенстве ” 20 ( 203 = 4114 цифры так, чтобы получилось действительно верное равенство.

4. Можно ли разрезать правильный треугольник на 17 (не обязательно равных) правильных треугольника ?

5. В ряд посажено n деревьев. На каждом дереве висит табличка, указывающая, сколько дубов имеется в следующей группе деревьев: само это дерево и его ближайшие соседи (для первого – последующее дерево, для последнего – предыдущее, для остальных предыдущее и последующее).  Можно ли по этим табличкам всегда однозначно определить, какие из деревьев являются дубами, если а) n =7; б) n = = 8.

8 класс.

1. Четырехзначное число разложили на простые множители. Затем заменили Цифры буквами (различные цифры – различными буквами) и получили следующее равенство:

АБВГ = Г ( ВВ ( ДВ

Восстановите это разложение.

2. Докажите, что если х1х2 + х2х3 + х3х4 + х4х1 ( 0, то х1 + х2 + х3 + х4 ( 0.

3. Докажите, что для любых х9, х1, х2, х3, х4 выполнено неравенство
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4. Отрезки АВ, CD и EF пересекаются в точке О. При этом тока Е находится внутри отрезка АС, а точка F – внутри отрезка BD. Доказать, что EF < AB + CD.

5. В ряд посажено n ( 2 деревьев. На каждом дереве висит табличка, указывающая, сколько дубов имеется в следующей группе деревьев: само это дерево и его ближайшие соседи. При каком наименьшем n по этим табличкам не всегда можно однозначно установить, какие из данных деревьев дубы?

9 класс.

1. В выражении 
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 буквы заменили на ненулевые цифры  (различным буквам соответствуют различные цифры). Какое наименьшее значение этого выражения может при этом получиться? Сколько решений (то есть расстановок цифр по буквам, при котором это значение достигается) имеет задача?

2. Пусть АD – биссектриса (АВС. Докажите, что если радиусы окружностей, вписанных в (ABD и (ACD равны, то (АВС – равнобедренный.

3. Доказать, что для любых х, у выполнено неравенство
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4. а) Докажите, что между двумя последовательными степенями тройки (т.е. числами вида 3n и 3n+1) всегда есть хотя бы одна степень двойки (т. е. число вида 2m)

б) Какое наибольшее число степеней двойки может находиться между двумя последовательными степенями тройки?

5. Лес представляет из себя невыпуклый многоугольник, ограниченный замкнутой несамопересекающейся ломаной. Двое друзей вышли из некоторых точек А и В, расположенных вне леса и, двигаясь строго по прямым, встретились в некоторой точке С. При этом они многократно оказывались то в лесу, то на его границе, то вне леса. По предварительному уговору, каждый из друзей, в очередной раз оказываясь на границе леса, ставил в своем блокноте крестик. В момент встречи оказалось, что общее число крестиков поставленных друзьями равно 17. Докажите, что один из друзей побывал в одной из вершин ломаной, ограничивающей лес, либо встреча произошла на границе леса.

10 класс.

1. В функции y = f(x) для любого х выполняется соотношение:
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Докажите, что функция является периодической и найдите её период.

2. При каких n верно следующее утверждение:

«Для любых х9, х1, ,…, хn выполнено неравенство
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3.  Решить уравнение: 
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(Здесь [x] – целая часть х, то есть наибольшее целое число, на превосходящее х).

4. Найдите все (АВС обладающие следующим свойством: «Если на луче [АС) отложить отрезок АD, равный ВС, а на луче [СВ) – отрезок CE, равный АС, то окажется, что DE = AB»

5. Можно ли в выражении 
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 заменить буквы цифрами 1,2,3,4,5,6 (различным буквам соответствуют различные цифры) так, чтобы значение получившегося числового выражения было бы равно 1?

11 класс.

1. Являются ли уравнения 1 + arccos(1+x+ y) = cos(x – y) и 
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 = 0 эквивалентными?

2. Через точку A(p; q) окружности, заданной уравнением х2 + у2 = 1, проведена касательная к ней. Найти все такие точка А(p; q), для которых эта касательная имеет с  параболой у = х2 + 1 единственную общую точку. 
3. Через n! обозначается произведение 1(2(…(n всех натуральных чисел от 1 до n включительно. Докажите, что для любого натурального n 

(3n)! > (4n)n(n!)2.

4. В ряд посажено n деревьев. На каждом дереве висит табличка, указывающая, сколько дубов имеется в следующей группе деревьев: само это дерево и его ближайшие соседи. 

Можно ли по этим табличкам всегда однозначно определить, какие из деревьев являются дубами, если а) n =9; б) n =17.

5. Отрезки А1А2, В1В2, С1С2 и М1М2 пересекаются в точке О. При этом, точка М1 лежит внутри (А1В1С1, а точка М2 – внутри (А2В2С2. Доказать, что М1М2 ( А1А2 + В1В2 + С1С2
Решения задач.

7 класс.

7.1 Ответ: 
[image: image10.wmf]3
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Решение. Уравнение сводится к следующему: 1024х – 341 = х, откуда х = 
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7.2 Ответ: 
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Решение. Если выражение 
[image: image13.wmf]Г
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 приняло свое наименьшее возможное значение, то А<В и Б<B. Действительно, если, например, A > B, то поменяв А и В местами, мы видим, что в дроби числитель уменьшился, а знаменатель – увеличился. Следовательно, дробь, а значит и все выражение, уменьшились.

Из этого следует, что В = 3 или В = 4. Если В = 3, то значение выражения равно 
[image: image14.wmf]5
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Если же В = 4, то выражение может принимать значения 
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 и 
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. Наименьшее значение получается в последнем случае.

7.3 Ответ: 14 ( 143 = 2002.

7.4. Ответ: Да.

Решение. Разрежем треугольник на 9 равных равносторонних треугольников, как а рисунке. Затем, аналогичным образом, разрежем на 9 треугольников один из девяти маленьких треугольников. Всего получится 9 + 9 – 1 = 17 треугольников.

7.5. Ответ: а) Да; б) Нет

Решение. а) Вычитая из числа, записанного на третьей табличке, число, записанное на первой, мы, очевидно, определим, дуб ли третье дерево. Аналогично, вычитая из шестой таблички седьмую, мы определим породу пятого дерева. Теперь по числу на четвертой таблички устанавливается порода четвертого дерева. Зная породы третьего и четвертого деревьев, по числу на второй табличке устанавливаем породу второго, а затем, по числу на первой табличке – первого дерева. Аналогично устанавливаются породы шестого и седьмого деревьев.

б) Будем обозначать в последовательности деревьев буквами Д дубы, а буквами Н – не дубы. Например, последовательность ДННДД,ННН означает, что дубами являются первое, четвертое и пятое деревья. Тогда для последовательностей ДННДННДН и НДННДННД на всех табличках будут стоять числа 1.

8.1. Ответ: 2013 = 3 ( 11 ( 61.

Решение. Так как единственное простое число, записываемое двумя одинаковыми цифрами – 11, то В = 1.

Кроме 11 на 1 оканчиваются следующие двухзначные простые числа: 31, 41, 61, 71, 91. Поэтому Д = 3, 5, 6, 7 или 9.

Г – однозначное простое число, то есть Г = 2, 3, 5 или 7. 

Г ( 2, так как в этом случае в произведении 2 ( 11 ( Д1 = 22 ( Д1 число десятков было бы четным. Но оно равно 1.

Аналогично, Г ( 5, так как в этом случае число десятков произведения было бы равно 0 или 5.

Если Г = 3, то, перебирая возможные значения Д, находим единственную возможность Д = 3, что дает приведенное в ответе решение.

Если же Д = 7, то перебором убеждаемся, что в этом случае решений нет.

8.2. Решение. Заметим, что х1х2 + х2х3 + х3х4 + х4х1 =(х1 + х3)(х2 + х4). Пусть х1 + х2 + х3 + х4 = 0, тогда (х1 + х3) = -(х2 + х4). Значит, если сомножители не равны нулю, то они разных знаков, а их произведение отрицательно.

8.3. Решение. Перенесем все слагаемые в левую часть неравенства:
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Поскольку последнее неравенство, очевидно, выполняется при любых х0, х1, х2, х3, х4, выполняется и исходное неравенство.

8.4. Решение. Заметим, что по крайней мере один из углов (АЕО, (СЕО не меньше 900. Пусть, например, (АЕО ( 900. Тогда (АЕО ( (ЕАО и АО ( ЕО. Тогда тем более,

ЕО ( АО + СО         (1)

Аналогично, FO < BO + DO  (2).

Сложив неравенства (1) и (2), получим:

EO + FO = EF < (AO + BO) + (CO + DO) = AB + CD

8.5. Ответ: При n = 5.

Решение. Будем обозначать в последовательности деревьев буквами Д дубы, а буквами Н – не дубы. Например, последовательность Д, Н, Н, Д, Д означает, что дубами являются первое, четвертое и пятое деревья.

Пусть n = 5. Тогда в последовательностях Д, Н, Н, Д, Н и Н, Д, Н, Н, Д на каждом дереве висит табличка с цифрой 1. Поэтому однозначно установить, какие в этом случае деревья дубы, невозможно.

Пусть n =3. Возможны 8 последовательностей деревьев: 

(Д, Д, Д), (Д, Д, Н), (Д, Н, Д), (Н, Д, Д), (Д, Н, Н), (Н, Д, Н), (Н, Н, Д), (Н, Н, Н).

Им соответствуют наборы чисел на табличках:

(3, 3, 3), (2, 2, 1), (1, 2, 1), (1, 2, 2), (1, 1, 0), (1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 0).

Поскольку все эти наборы чисел различны, положение дубов устанавливается однозначно.
Аналогично можно разобрать случай n =4 (Необходимо рассмотреть 16 вариантов рассадки деревьев.) Однако проще рассуждать следующим образом:

Вычитая из числа, написанного на второй табличке, число, написанное на первой, очевидно, мы узнаем, является ли дубом третье дерево. Аналогично, вычитая число, написанное на четвертой табличке, из числа на четвертой, узнаем, дуб ли третье дерево. Теперь по числам на первой и четвертой табличках узнаем породу первого и четвертого дерева.

9.1. Ответ: -4. Имеется два решения: -4 =
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Решение. Прежде всего заметим, что А ( Б, так как в противном случае мы, поменяв местами значения букв А и Б, уменьшили бы значение выражения. В частности, Б ( 1, а дробь 
[image: image20.wmf]В
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 отрицательна. 

Так как отрицательная дробь с положительным знаменателем при уменьшении знаменателя уменьшается, то В ( Д (в противном случае мы поменяли бы их значения местами). В частности, Д ( 1.

Аналогично, Б ( В и Б ( 1. Поскольку В должно быть наименьшим из отличных от А, Б, Д, В = 1.

Итак, наше выражение равно А – Б + Д. Ясно, что Б ( А и Б ( Д (иначе меняем метами значения букв). Так как при этом Б должно быть максимально возможным, Б = 9. А так как значение А + Д наименьшее из возможных, А + Д = 2 + 3 = 5. 

Понятно, имеется ровно два решения: А = 2, Б = 9, В = 1, Д = 3 и А = 3, Б = 9, В = 1, Д = 2. В обоих случаях значение выражения равно –4.

9.2. Решение. Пусть S1 (соотв. S2) – окружность, вписанная в (АCD (соотв. В (ABD), О1 (соотв. О2) – ее центр, Т1 (соотв. Т2) – ее точка касания с прямой ВС (см. рисунок).

Поскольку (BAD = (CAD, а окружности S1 и S2 равны, равны и касательные к ним, проведенные из точки А. Но это означает, что S1 и S2 касаются прямой AD в одной и той же точке, то есть, S1 и S2 касаются друг друга, а AD – их общая касательная. Из этого следует, что AD ( О1О2
Теперь заметим, что так как О1Т1 (ВС, О2Т2 (  ОТ1, О1Т1 = О2Т2, О1О2Т2Т1  - прямоугольник. В частности, О1О2 (( ВС. Но тогда получаем, что AD ( ВС, то есть AD является биссектрисой и высотой (АВС. Следовательно, АВ = АС.

9.3. Решение. Так как обе части неравенства неотрицательны, то возводя данное неравенство в квадрат, получим равносильное неравенство:
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Если (х+у)≤0, то неравенство справедливо, если (х+у)≥0, то еще раз возводя обе части последнего неравенства в квадрат, имеем:
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Поскольку, очевидно, последнее неравенство выполнено для любых х, у, то же верно и для исходного неравенства. Равенство достигается при ху = 1.

9.4. Ответ: б) Две.

Решение. а) Рассмотрим наибольшее m такое, что 2m < 3n. Тогда 2m+1 > 3n. Предположив, что 2m+1 > 3n+1, мы получим, что 2m+1 > 3n+1 >2(3n, 2m > 3n – противоречие. Поэтому, 

3n < 2m+1 <3n+1. Имеем: 2m < 3n  ═> 2m+1<2•3n<3•3n=3n+1
б) Пусть между 3n и 3n+1 есть по крайней мере две степени двойки, то есть найдется такое m, что 3n < 2m < 2m+1 < 3n+1. Тогда, 2m+2 = 4(2m > 3(2m >3n+1, а, так как 2m+1 < 3n+1,

2m-1 = 
[image: image23.wmf]4
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2m=1 < 
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3N+1 = 3N. Таким образом, других степеней двоек в этом интервале нет.

 Две степени двойки между двумя последовательными степенями тройки встречаться могут: 3( 4 ( 8 ( 9.

9.5. Решение. Предположим, что ни один из друзей н разу не побывал в вершине границы леса. Не трудно сообразить, что в этом случае в блокноте у каждого путешественника  стоит четное количество крестиков, если он находится вне леса, и нечетное, если он внутри леса. Но общее количество крестиков нечетно. Поэтому у одного из друзей количество клеток четно, а у другого – нечетно. Таким образом, точка встречи не может быть ни внутри ни вне леса. Единственная возможность – друзья встретились на границею

10.1. Решение. Из условия следует, что для любого х выполняется соотношение:
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Следовательно, функция f(x) периодическая с периодом 4.

10.2. Ответ: при n ( 4.

Решение. Ясно, что если утверждение верно для некоторого n, то оно верно и для всех k<n. Покажем, что утверждение верно для n =4, то есть что для любых х9, х1, х2, х3, х4 выполнено неравенство
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Перенесем все слагаемые в левую часть неравенства:
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Поскольку последнее неравенство, очевидно, выполняется при любых х9, х1, х2, х3, х4, выполняется и исходное неравенство.

Покажем, что при n = 5 утверждение не верно. Для этого достаточно указать хотя бы один контрпример. Возьмем х0 = 2, а х1 = х2 = х3 = х4 = х5 = 1. Тогда:
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10.3. Ответ: Все целые числа, делящиеся на 6.

Решение. Из условия следует, что х – целое. По определению целой части, всегда [x](x, причем равенство достигается лишь в случае, когда х – целое. Теперь заметим, что 
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. Таким образом, для того, чтобы целое х было решением уравнения, необходимо и достаточно, чтобы каждое из чисел 
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 было целым. Но это и означает, что х делится на 6.

10.4. Ответ: Имеется три типа таких треугольников: 1) (АВС такие, что АС=ВС=АВ, 2) (АВС такие, что (С = 600 и 3) (АВС такие, что АС = 2ВС.

Решение. Очевидно, если АС=ВС=АВ, то (АВС удовлетворяет условию задачи.

Пусть АС ( ВС. Пусть АС = в, ВС = а. Рассмотрим два случая:

1) а ( в (рис. 1). Тогда CD = в – а, и, применяя теорему косинусов к (АВС и ( DCE, имеем:

АВ2 = 
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Приравнивая правые части, после несложных вычислений, получаем: 
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, откуда следует, что либо 
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2) а ( в (рис.2). Тогда CD = а – в, (DCE = ( -(C, 

АВ2= 
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10.5. Ответ: Да.

Например: 
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11.1. Ответ: Да.

Решение. Решим каждое из уравнений.

Так как arccos(1+x+y)(0 и cos(x – y)(1, (х; у) является решением первого урвнения лишь в случае, если arccos(1+x+y)=0 и cos(x–y) = 0.

 Это дает систему
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Ее решения легко находятся: ((n; -(n), n(Z.

Решая второе уравнение, заметим, что {z} ( 0, причем равенство достигается лишь при целых z, и (z( ( 0, причем равенство достигается лишь при z = 0. Таким образом, должно быть 
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 и х+у = 0. То есть, 
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. Поскольку множества решений обоих уравнений совпадают, они эквивалентны.

11.2. Ответ: А1(0;1), А2((2√6)/5;-1/5) и А3((-2√6)/5;-1/5), А4 (-1;0), А5(1,0). 

Решение. Легко видеть, что угловой коэффициент касательной к окружности в точке A(p;q) равен 
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y = 
[image: image47.wmf]q

p

-

x + 
[image: image48.wmf]q

1

. Ее точки пересечения с параболой находятся из уравнения 
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Для того, чтобы это уравнение имело единственное решение, необходимо и достаточно, чтобы D = p2-4q(q –1) = 0. Но p2 + q2 = 1. Следовательно, 
1 - q2 - 4q(q – 1) = 0 ( 5q2-4q –1 = 0.

Решая это уравнение, находим точки А1, А2  и А3. Остальные точки очевидны.

11.3. Решение. Разобьем все числа от 1 до 3n на три группы по n чисел в каждой:

А) 2, 4, 6,…, 2n. Их произведение равно 2nn!.

Б) 1, 3, 5, … 2n – 1. Так как 3 > 2, 5 > 3, …, 2n – 1 > n произведение этих чисел больше n!.

В) 2n, 2n + 1, …, 3n. Так как каждое из этих чисел больше 2n, их произведение больше (2n)n.

11.4. Ответ: а) Да; б) Нет.

Решение. а) Вычитая число, записанное на первом дереве из числа, записанного на втором дереве, узнаем, дуб ли третье дерево. Зная это, по разности между четвертым и пятым числом, узнаем породу шестого дерева. . Аналогично, (действуя с конца) узнаем породу шестого дерева. Теперь, очевидно, зная породу двух стоящих подряд деревьев, мы без труда определяем породу остальных

б) Легко видеть, что в случаях, когда деревья стоят так: Д, Н, Н, Д, Н, Н, …, Д, Н и Так::

Н, Д, Н, Н, Д, Н, Н, Д,Н, …, Н, Д на всех табличках стоит число 1.

11.5. Решение. Докажем сначала два воспомогательных утверждения: 

(А) Если D – точка на стороне ВС  (АВС, то AD меньше по крайней мере одного из отрезков АВ или АС.

Действительно, Один из углов ( ADB, (ADC не меньше 900. Пусть, например, (ADB ( 900. Тогда (ADB ((ABC и AB > AD.
(В) Если Е – точка на грани АВС тетраэдра SABC, то SЕ меньше по крайней мере одного из ребер SA, SB, SC.

Рассмотрим сечение тетраэдра плоскостью SCE. В силу (А) либо SE<SC, либо SE < SD. В первом случае все доказано, а во втором, опять же в силу (А), либо SE < SA, либо SE<SB. В обоих случаях SD меньше одного из отрезков SА, SB.  
Воспользовавшись утверждением (В) в условиях задачи, получим, что ОМ1 меньше по крайней мере одного из отрезков ОА1, ОВ1, ОС1. Тем более

ОМ1 ( ОА1 + ОВ1 + ОС1      (1)

Аналогично,

ОМ2 ( ОА2 + ОВ2 + ОС3+      (2)

Сложив неравенства (1) и (2), получим:

ОМ1 + ОМ2 = М1М2 ( (ОА1 + ОА2) + (ОВ1 + ОВ2) + (ОС1 + ОС2) = А1А2 + В1 В2 + С1С2.
О
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