LVI Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап 3-6 января 2006 года
8 класс (12-летняя программа обучения)
Первый день
 1.Петя складывал два числа и по ошибке в конце одного из них приписал лишнюю цифру. В результате он вместо суммы 12345 получил сумму 44444. Какие числа складывал Петя ?
2.Даны два равнобедренных треугольника, причём боковая сторона пер​вого равна основанию второго, а основание первого равно боковой стороне
второго.
Может ли периметр одного из треугольников быть
а)
на 20%;
б)
на 25% больше периметра другого ?
3.Среди чисел а, b, с нет равных. При этом выполнены равенства
а(b+ с) + с = b(c + а) + а = с(а + b) + b. Найдите численное значение произведения аbс.
4.На доске 7x7 одна клетка черная, а остальные — белые. За один ход
разрешается перекрасить в противоположный цвет любые 3 клетки, обра​зующие прямоугольник 1x3 или 3x1.
При каком начальном положении черной клетки (укажите номера стро​чек и столбцов) с помощью указанных ходов все клетки доски можно пере​красить в черный цвет?
LVI Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап 3-6 января 2006 года
8 класс (11-летняя программа обучения)
Первый день
1.Будем называть младшими делителями натурального числа все его         натуральные делители, меньшие данного числа (например, младшими делите​лями числа 6 являются 1,2 и 3).
Существуют ли числа, равные суммы квадратов всех своих младших делителей ?

2.В выпуклом четырёхугольнике ABCD стороны ВС и AD равны, 
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 и AB=AC.
Найдите все возможные значения угла ADC.
3.Числа х, у, z, среди которых нет равных, удовлетворяют равенствам
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Чему равно значение выражения (х + у) (у + z) (z + х) ?  
4.На доске 8x8 одна клетка черная, а остальные — белые. За один ход
разрешается перекрасить в противоположный цвет любые 3 клетки, обра​зующие прямоугольник 1x3 или 3x1.
При каком начальном положении черной клетки (укажите номера стро​чек и столбцов) с помощью указанных ходов все клетки доски можно пере​красить в черный цвет ?
LVI Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап 3-6 января 2006 года
9 класс (11-летняя программа обучения)
Первый день
1.Биссектрисы внутренних углов треугольника ABC пересекаются в точке O.Известно, что площади треугольников  AOB, BOC и  COA равны 30 
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, 20 
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 соответственно.
2. Действительные числа а и b связаны соотношением
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       Найдите все значения, которые может принимать величина a4 - a3, если             

      известно, что b4 - b3 = 1.
3. На плоскости нарисована замкнутая ломаная из 14 звеньев , каждые два соседние звена которой взаимно перпендикулярны.(Никакие два звена ломаной не пересекаются по отрезку.)

Какое наибольшее число точек самопересечения  может иметь эта ломаная ?
4.На доске 9x9 одна клетка черная, а остальные — белые. За один ход
разрешается перекрасить в противоположный цвет любые 3 клетки, обра​зующие прямоугольник 1x3 или 3x1.
Можно ли при каком-то начальном расположении черной клетки с помощью указанных ходов перекрасить все клетки доски в черный цвет ?

LVI Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 - 6 января 2006 года 
10 класс
Первый день
1.
Найдите (с обоснованием) какое-нибудь натуральное число n, которое
     удовлетворяет двум условиям:
1) десятичная запись этого числа оканчивается группой цифр 2006;
2) первые четыре цифры после запятой числа 
[image: image7.wmf]n

— это цифры 2005.
2.
Стороны АВ, AD и CD выпуклого четырёхугольника ABGD равны,
    а его диагонали АС и BD пересекаются в точке О. На отрезках DO и АО
    отмечены точки К и L соответственно, причём KD = ВО и АL = СО.
Докажите, что точки A, L, К,D лежат на одной окружности.
    3. Действительные числа а и b связаны соотношением
                
[image: image8.wmf]0

3

3

3

2

2

3

=

+

+

+

+

b

a

b

ab

b

a

a


       Найдите все значения, которые может принимать величина a4 - a3, если             

      известно, что b4 - b3 = 1.
4. Клетки доски 10x10 окрашены в черный и белый цвет в шахматном по​                    рядке. За один ход разрешается перекрасить в противоположный цвет лю​бые       3 клетки, образующие прямоугольник 1x3 или 3x1.
 Можно ли с помощью указанных ходов перекрасить все клетки доски в один цвет?
LVI Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 - 6 января 2006 года 

11 класс
Первый день
1.Решите уравнение 
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2.Расстояние между серединами диагоналей трапеции ABCD равно 10.
  Известно, что существует окружность, касающаяся диагоналей АС и BD
 этой трапеции, а также продолжений ее оснований AD и ВС за точки D и              C соответственно.

  Найдите (положительную) разность между длинами диагоналей.
3. В правильной треугольной пирамиде SABC сторона основания равна 
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, высота пирамиды равна 3. Точки M,N и K — середины боковых ребер
 SА, SB и SC соответственно.
 Найдите радиус сферы, которая касается основания пирамиды и прямых        
 AK,BM и CN.
4.Клетки доски 11 х 11 окрашены в черный и белый цвет в шахматном
       порядке (угловые клетки — черные). За один ход разрешается       перекрасить в противоположный цвет любые 3 клетки, образующие прямоугольник 1x3 или 3x1.
Можно ли с помощью указанных ходов перекрасить все клетки доски
a) в белый цвет;

b) в черный цвет?

LVI Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 - 6 января 2006 года 

8 класс(12-летняя программа обучения)
Второй день
5. Петя  и Вася играют в такую игру. Сперва Петя выбирает однозначное число и сообщает его Васе. Затем Вася выбирает трехзначное число. Далее, по очереди, сначала Петя прибавляет к своему числу сумме его цифр, затем Вася вычитает из своего числа сумму его цифр. Потом снова на каждом следующем ходу Петя и Вася поочередно повторяют эти же операции, каждый со своим числом, полученным на предыдущем ходу(Петя прибавляет сумму цифр, а Вася - вычитает). Вася  выигрывает, если после чьего-то хода у обоих мальчиков получатся одинаковые числа. 

Если же этого не случится, то выигрывает Петя.

Может ли Петя выбрать свое число так, чтобы выиграть независимо от того, какое число выберет Васей ?

6. На стороне AB треугольника ABC отмечены точки N и K, такие что  AN=NK=KB. 

Докажите, что если AC<BC, то NC<KC.

7. На соревнованиях по подледному лову в Простоквашино больше всего рыбок -25-поймал кот Матроскин, а Дядя Федор  и Шарик заняли второе и третье место соответственно. Оказалось также, что никакие два участника соревнований не поймали одинакового количества рыбок.

Докажите, что победители соревнований – кот Матроскин, Дядя Федор  и Шарик поймали более 20% от числа всех рыбок, пойманных на соревнованиях всеми участниками вместе.
8. На классной доске записаны несколько (не менее трех) чисел, причём известно, что если на доске есть числа a и b (не обязательно различные), то  и число a+b-1 также есть на доске. Кроме того известно, что среди записанных на доске чисел есть число -2004
Найдите наибольшее из записанных на доске чисел.

LVI Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 - 6 января 2006 года 

8 класс(11-летняя программа обучения)
Второй день
5. Коля и Миша играют в такую игру. Сперва Коля выбирает однозначное число и сообщает его Мише. Затем Миша выбирает трехзначное число, меньшее 170. Далее, по очереди, сначала Коля прибавляет к своему числу сумме его цифр, затем Миша вычитает из своего числа сумму его цифр. Потом снова на каждом следующем ходу Коля и Миша поочередно повторяют эти же операции, каждый со своим числом, полученным на предыдущем ходу(Коля прибавляет сумму цифр, а Миша - вычитает). Коля  выигрывает, если после чьего-то хода у обоих мальчиков получатся одинаковые числа. 

Если же этого не случится, то выигрывает Миша.

Может ли Коля выбрать свое число так, чтобы выиграть независимо от того, какое число выберет Миша ?

6. На стороне AB треугольника ABC отмечены точки K и L(порядок следования точек:A,K,L,B), так, что лучи CK и CL разбивают угол ACB на три равных угла(такие лучи называют трисектрисами угла).

Докажите, что если AC<BC, то KC<LC.

7. В III туре олимпиады по математике восьмиклассникам было предложено 8 задач, каждая из которых оценивалась в 5 баллов. После подведения ито​гов олимпиады оказалось, что участники, занявшие четыре первых места, на​брали 25% от общего числа баллов, набранных всеми участниками вместе. При этом каждый участник получил целое число баллов, и никакие два участника не набрали одного и того же числа баллов.
Какое наибольшее число восьмиклассников могло участвовать на этой олимпиаде? (Найдите все возможные значения.)
8. На классной доске записаны несколько (не менее двух) чисел, причём известно, что если на доске есть числа х и у (не обязательно различные), то на доске есть и число (х - у)2.
Найдите(с обоснованием) все записанные на доске числа.

LVI Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 - 6 января 2006 года 

9 класс
Второй день
5. На олимпиаде по математике девятиклассникам было предложено 5
задач, каждая из которых оценивалась в 5 баллов. После подведения ито​гов олимпиады оказалось, что участники, занявшие три первых места, на​брали 25% от общего числа баллов, набранных всеми участниками вместе, а трое аутсайдеров (занявших последние три места) — только 2,5% от об​щего числа баллов. Известно также, что каждый участник получил целое число баллов, и никакие два участника не набрали одного и того же числа баллов.
Какое число участников могло быть на этой олимпиаде? (Найдите все возможные значения.)
6.
В выпуклом четырехугольнике ABCD стороны ВС = AD = 1. Пусть
X — точка пересечения прямых AD и ВС.
Найдите расстояние между серединами диагоналей этого четырехуголь​ника, если угол АХВ равен 60°.
7.
Парламент состоит из четырёх фракций; в первой фракции 3 депутата,
во второй 4, в третьей 5, и в четвёртой 6 депутатов. Нужно сформировать
парламентские комиссии так, чтобы в любой комиссии были представители
каждой из четырех фракций и чтобы никакие две из них не имели более чем
одного общего члена.
Какое наибольшее число комиссий можно сформировать с соблюдени​ем указанных условий? (Каждый депутат входит только в одну из четырех фракций.)
8. На классной доске записаны несколько (не менее двух) чисел, причём известно, что хотя бы одно из них отрицательное, и если на доске есть раз​ные числа х и у, то на доске есть и число (х - у)2.
Какие числа могут быть записаны на доске (укажите, с обоснованием, все возможности)?
LVI Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 - 6 января 2006 года 

10 класс
Второй день
5.Решите систему уравнений 
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6. На стороне AB треугольника ABC отмечены точки K и L такие, что AK=KL=LB.

Может ли угол KCL оказаться меньше обоих углов ACK и LCB ?

7.В депутатской фракции 8 человек.
Какое наибольшее число комиссий, любая из которых состоит из трёх депутатов, можно сформировать из членов этой фракции, чтобы ни​какие две комиссии не имели более чем одного общего депутата ?
8.Найдите все конечные числовые множества M, удовлетворяющие
следующим трём условиям:
    1)в М не менее трёх чисел;
2)все числа из M положительны;

3)для любых двух различных чисел а и b из М число 
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 также при​надлежит М.

LVI Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 - 6 января 2006 года 

11 класс
Второй день
5.
Найдите все натуральные а и b, удовлетворяющие уравнению
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6.
Пусть целые числа а, b, с, х, у и z таковы, что а+b+с = 0 и x+y+z = 0.
Докажите, что число
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Является квадратом натурального числа.

7.В депутатской фракции 7 человек.
Какое наибольшее число комиссий, любая из которых состоит из че​тырёх депутатов, можно сформировать из членов этой фракции, чтобы ни​какие две комиссии не имели более чем двух общих депутатов ?
8.Найдите все конечные числовые множества М, удовлетворяющие
следующим трём условиям:
    1)в М не менее трёх чисел;
2) в М существует хотя бы одно отрицательное число;

3)для любых двух различных чисел а и b из М число ab+1 также при​надлежит М.
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