11 класс.


Первый день.


1). Доказать, что любое натуральное число n можно представить бесконечным числом способов в виде �EMBED Equation.3���, где x-действительное число.


2). Пусть f(x)- четная функция, такая, что �EMBED Equation.3���. Докажите, что количество точек пересечения графиков функций �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� четно.


3). Даны две касающиеся окружности �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, эти окружности касаются в точке P. На окружности �EMBED Equation.3��� выбираются всевозможные точки A и B. Через точки A и B проводится окружность �EMBED Equation.3���, пересекающая окружность �EMBED Equation.3��� в точках C и D. Пусть X-точка пересечения прямых AB и CD. Далее, пусть прямые AP,BP  пересекают окружность �EMBED Equation.3���,в точках  A`,B`  соответственно,  а прямые CP,DP  пересекают окружность �EMBED Equation.3��� в точках C`,D` соответственно. Пусть прямые A`B` и C`D` пересекаются в точке X`. Доказать, что для всех возможных точек A и B на окружности �EMBED Equation.3��� и всех возможных выборов окружности �EMBED Equation.3��� точки X и X` лежат на одной и той же прямой.





4). На окружности C расположены n целых неотрицательных чисел �EMBED Equation.3���. Числа


�EMBED Equation.3��� стираются и вместо них пишутся числа �EMBED Equation.3��� соответственно такие, что �EMBED Equation.3���. Затем числа �EMBED Equation.3��� стирают и вместо них пишут числа �EMBED Equation.3��� соответственно такие, что �EMBED Equation.3��� и т.д. 


а). Докажите, что если n=4, то начиная с некоторого момента на окружности будут стоят одни нули.


б). Существуют ли такие n и такая начальная расстановка неотрицательных целых  чисел �EMBED Equation.3��� на окружности, что на окружности C никогда все числа на будут равны нулю.


Второй день.


1). Докажите, что существует бесконечно много троек попарно различных, натуральных чисел (a,b,c) таких, что НОД(a,b,c)=1 и таких, что выражение �EMBED Equation.3��� является квадратом целого числа.


2).�EMBED Equation.3��� справедливо неравенство:


�EMBED Equation.3���





3).Пусть P- произвольная точка на окружности, описанной около треугольника ABC. Прямая PB пересекает прямую AC  в точке X, прямая PC пересекает прямую AB в точке Y. Окружность, описанная около треугольника AXY пересекает окружность, описанную около треугольника ABC в точке Q. Докажите, что прямая PQ  делит пополам прямую XY.





4). Все города бесконечной страны пронумерованы числами 1,2,3,…. Между ними прокладывается железнодорожное сообщение следующим способом: выбирается произвольный город с номером n(�EMBED Equation.3���) и прокладывается железнодорожное сообщение между любыми двумя из городов с номерами  n,2n,3n+1. 


а).Верно ли, что можно проложить железную дорогу таким образом, чтобы от города с номером 2004 можно было бы добраться до города с номером 1.


б). Верно ли, что можно проложить железную дорогу таким образом, чтобы выехав из любого города можно было бы добраться по железной дороге до любого другого города.


(Считается, что если из города номер A добраться по железной дороге до города с номером B, а из города B можно добраться до города C, то и из города A можно добраться до города C.).








10 класс.


Первый день.


1). Дана функция f(x,y) от двух переменных, причем f( f(x,y), f(y,x))=x+y. Пусть g(x,y)=f(x,y)+f(y,x).Докажите, что функция g(x,y) постоянна для всех x и y при постоянной сумме x+y, т.е для всех x и y, таких, что x+y=c, где с- постоянная, функция g(x,y) принимает одно и то же значение.





2).Дана окружность C с центром в точке O и точка P вне окружности. Через точку P проводятся прямые l пересекающие окружность C в точках A и B. Пусть точка C –симметрична точке A относительно прямой PO. Для каждой такой прямой l проводится окружность �EMBED Equation.3��� ( i=1,2,…), проходящая через точки P,C, и B. Докажите, что центры всех окружностей �EMBED Equation.3��� ( i=1,2,…) лежат на одной прямой.


3). Доказать, что уравнение  �EMBED Equation.3���    имеет бесконечно много решений в попарно различных, натуральных числах  p,q,r.





4). Две параболы �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���пересекают параболу �EMBED Equation.3��� в четырех различных точках. Доказать, что эти четыре точки лежат на одной окружности.








Второй день.


1).Докажите, что если для неотрицательных чисел x,y,z выполняется условие xyz=1, то тогда для них выполняется неравенство:


�EMBED Equation.3���





2). На доске написано число 2003, за один ход можно стереть одно число n из написанных на доске и написать вместо него числа �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���. Доказать, что если в некоторый момент на доске написано 1002 числа, то за один ход мы можем написать на доске хотя бы один 0.





3). На высоте AH треугольника ABC выбрана произвольная точка O. Прямая, проходящая через O перпендикулярно AC пересекает AC в точке N, а прямую BC  в точке F. Прямая, проходящая через O перпендикулярно AB пересекает AB в точке M, а прямую BC  в точке E. Докажите, что�EMBED Equation.3���.


4). Все города бесконечной страны пронумерованы числами 1,2,3,…. Между ними прокладывается железнодорожное сообщение следующим способом: выбирается произвольный город с номером n(�EMBED Equation.3���) и прокладывается железнодорожное сообщение между любыми двумя из городов с номерами  n,2n,3n+1. 


а).Верно ли, что можно проложить железную дорогу таким образом, чтобы от города с номером 2004 можно было бы добраться до города с номером 1.


б). Верно ли, что можно проложить железную дорогу таким образом, чтобы выехав из любого города можно было бы добраться по железной дороге до любого другого города.


(Считается, что если из города номер A добраться по железной дороге до города с номером B, а из города B можно добраться до города C, то и из города A можно добраться до города C.).





9 класс первый день.


1). Докажите, что, если для неотрицательных чисел a,b,c,d выполняются неравенства:  


�EMBED Equation.3���


то  �EMBED Equation.3���





2). Существует ли такое бесконечное множество M рациональных чисел, что:


а). Алгебраическая сумма любого числа слагаемых из M не принадлежит M.


б). Произведение любого числа чисел из M не принадлежит M.


в). Частное любых двух чисел из M не принадлежит M.


д). Любое число из Q\{0} представляется в виде произведения чисел из M и обратных им.





3). На диаметре AB окружности S  взята точка K. Через точку K проводится любая хорда CD, не являющаяся диаметром. Прямые BD и BC пересекают касательную к S в точке A в точках Q и P соответственно. Докажите, что произведение �EMBED Equation.3��� постоянно для всех хорд CD.





4). На окружности C расположены n целых неотрицательных чисел �EMBED Equation.3���. Числа


�EMBED Equation.3��� стираются и вместо них пишутся числа �EMBED Equation.3��� соответственно такие, что �EMBED Equation.3���. Затем числа �EMBED Equation.3��� стирают и вместо них пишут числа �EMBED Equation.3��� соответственно такие, что �EMBED Equation.3��� и т.д. 


а). Докажите, что если n=4, то начиная с некоторого момента все числа на окружности будут делиться на 2004.


б). Существуют ли такие n и такая начальная расстановка неотрицательных целых  чисел �EMBED Equation.3��� на окружности, что на окружности C никогда все числа не будут делиться на 2004.








Второй день.





1). У каждого участника олимпиады спросили: ”Сколько других участников олимпиады, кроме тебя учится в твоей школе ?”. Оказалось, что среди ответов участников были лишь числа 2,5,8 и 11. Учитывая, что в олимпиаде принимало участие 200 школьников, докажите, что кто-то из школьников все-таки ошибся.





2). Неравносторонний треугольник с целочисленными сторонами  a,b,c  будем называть псевдо-Пифагоровым если угол, противолежащий стороне c равен �EMBED Equation.3���.  Найти все псевдо-Пифагоровы треугольники, у которых все стороны- простые числа.





3). На сторонах AB и AC треугольника ABC выбраны точки �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� такие, что  �EMBED Equation.3���. Для каждого a ,через точки A, �EMBED Equation.3���,�EMBED Equation.3��� проводится окружность С, пересекающая прямую BC  в точках M и D. Докажите, что существует такое a<min(AB,AC) , что окружность C пересечет прямую BC в таких точках M и D, что точки M и D будут соответственно основаниями медианы треугольника, проведенной из вершины A , и биссектрисы угла A.





4). Все города бесконечной страны пронумерованы числами 1,2,3,…. Между ними прокладывается железнодорожное сообщение следующим способом: выбирается произвольный город с номером n(�EMBED Equation.3���) и прокладывается железнодорожное сообщение между любыми двумя из городов с номерами  n,2n+1,3n. 


а).Верно ли, что можно проложить железную дорогу таким образом, чтобы от города с номером 2004 можно было бы добраться до города с номером 1.


б). Верно ли, что можно проложить железную дорогу таким образом, чтобы выехав из любого города можно было бы добраться по железной дороге до любого другого города.


(Считается, что если из города номер A добраться по железной дороге до города с номером B, а из города B можно добраться до города C, то и из города A можно добраться до города C.).








8 класс.


Первый день.


1). Нескольким(возможно одному) работникам завода выплатили зарплату. Оказалось, что на выплату зарплаты из кассы ушло 2004 рублей. Затем эти работники решили посчитать свою завышенную зарплату: они сделали так: сложили 1 раз количество человек, получивших два рубля, к полученной сумме прибавили удвоенное количество  человек, получивших 3 рубля,…и т.д. наконец к полученной сумме прибавили количество человек, получивших 2004 рубля, умноженное на 2003. Выяснить какой наибольшей завышенной зарплатой они могут похвастаться.





2). Доказать для любых действительных чисел x,y,z>1  справедливо неравенство:


�EMBED Equation.3���








3). На диаметре AB окружности S  взята точка K. Через точку K проводится любая хорда CD, не являющаяся диаметром. Из точек C и D опускаются перпендикуляры �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���на диаметр AB. Пусть �EMBED Equation.3���. Докажите, что произведение �EMBED Equation.3��� постоянно для всех хорд CD.











 4). 4n положительных чисел обладают тем свойством, что среди любых 4 из них найдется хотя бы одно число, которое равно среднему арифметическому 3  других чисел. Докажите, что эти 4n чисел можно распределить на n групп, в каждой из которых содержится хотя бы одно число, таким образом, чтобы любые две группы имели хотя бы один общий элемент(т.е. совпадали про крайней мере в значении одного из их элементов).





Второй день.





1). У каждого не городского участника олимпиады,  поселившегося в общежитии спросили: ”Сколько других олимпийцев, кроме тебя живет в одной комнате с тобой ?”. Оказалось, что среди ответов таких участников были лишь числа 2 или 5. Учитывая, что не городских участников ровно 70, докажите, что кто-то из участников все-таки ошибся.





2). Две окружности �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� c центрами в точках �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� пересекаются в точках A и B. На окружности �EMBED Equation.3���взята точка M. Прямые MA и MB  пересекают окружность �EMBED Equation.3��� в точках C и D соответственно. Из точек C и D опущены перпендикуляры СC` и DD` на прямые MB и MA соответственно. Доказать, что прямые �EMBED Equation.3����EMBED Equation.3��� и  C`D` перпендикулярны.





3). На доске написано число 2003, за один ход можно стереть одно число n из написанных на доске и написать вместо него числа �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���. Доказать, что если в некоторый момент на доске написано 1002 числа, то в этот момент произведение чисел на доске меньше, чем �EMBED Equation.3���.





4). Вася и Петя решили разумно разделить заработанные ими n рублей : Вася предложил следующий способ: сперва Петя делит n рублей на две пачки, в каждой из которых содержится по крайней мере два рубля, затем Вася делит каждую из этих двух пачек еще на две непустые пачки опять же по своему усмотрению и выбирает себе наибольшую и наименьшую пачки(предполагается для однозначности, что деление происходит таким образом, что количества рублей всегда во всех пачках различны). Выясните какую наибольшую сумму может заработать Петя сколь бы умным или жадным не оказался Вася в зависимости от n. Всегда ли способ деления, предложенный Васей хорош для Пети, т.е. бывают ли случаи когда Вася может заработать больше Пети как бы не играл последний?











7 класс.


Первый день.





1). Данное число, записанное на доске мы можем либо возвести в квадрат, либо умножить на два. Можем ли мы получить число �EMBED Equation.3��� из 1 произведя 10 таких операций?





2). У каждого ученика школы спросили: ”Сколько учеников в школе, кроме тебя живет в твоем доме?”.  Оказалось, что среди ответов были лишь числа 2,5,8. Учитывая, что в школе учится 1000 человек покажите, что кто-то из школьников ошибся.





3). В треугольнике ABC, K,L,M-середины сторон AB,AC и BC соответственно. Точка P-произвольно взятая точка внутри треугольника ABC. Докажите, что сумма расстояний от точки P до вершин треугольника LKM меньше суммы расстояний от нее до вершин треугольника ABC, и больше �EMBED Equation.3���, где P- периметр треугольника ABC.





4). Первое число последовательности 7. Каждое следующее число этой последовательности строится по следующему правилу: вычисляется квадрат предыдущего числа и к сумме цифр этого квадрата прибавляется 1. Таким образом второе число равно 4+9+1=14, затем т.к. �EMBED Equation.3���, то третье число данной последовательности равно 1+9+6+1=17 и т.д.. Найдите 2004-ый член этой последовательности.





Второй день.





1). Докажите, что среди натуральных степеней числа 2003 найдется по крайней мере 2004 различных числа, заканчивающихся одной и той же цифрой.





2).На плоскости дан треугольник ABC (AC=BC).Обозначим его �EMBED Equation.3���.Из вершин A и B опускаются высоты �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� на противоположные стороны. Полученный треугольник �EMBED Equation.3��� обозначим �EMBED Equation.3���. Рассматривая треугольник �EMBED Equation.3���, из его вершин �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� опускаем высоты �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� на противоположные стороны �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���.Полученный треугольник �EMBED Equation.3��� обозначим �EMBED Equation.3��� и т.д… Докажите, что для всех треугольников �EMBED Equation.3���,( где �EMBED Equation.3��� и n- целое) их основания (прямые �EMBED Equation.3���) параллельны между собой.





3). В ряд стоит 2004 баков с водой неограниченной вместимости, в этих баках уже содержится по 1, 2, …,2004 литров. С водой в баках можно проделывать следующие операции:


А). Выбрать какой либо из баков и вылить из него 2003 литра.


Б). Выбрать какой либо бак, долить во все баки, включая выбранный, количество литров равное количеству литров, содержавшихся в выбранном баке, а затем в выбранный бак долить еще 2003 литра.


Можно ли используя вышеописанные операции из начального содержания баков прийти за 2003 операции к такому содержанию, когда количество литров в любых двух баках отличается на четное число литров?





4). Вася и Петя решили разумно разделить заработанные ими n рублей : Вася предложил следующий способ: сперва Петя делит n рублей на две пачки, в каждой из которых содержится по крайней мере два рубля, затем Вася делит каждую из этих двух пачек еще на две непустые пачки опять же по своему усмотрению и выбирает себе наибольшую и наименьшую пачки(предполагается для однозначности, что последнее деление Васи происходит таким образом, что количества рублей всегда во всех пачках различны). Выясните какую наибольшую сумму может заработать Петя сколь бы умным или жадным не оказался Вася в зависимости от n. Всегда ли способ деления, предложенный Васей хорош для Пети, т.е. бывают ли случаи когда Вася может заработать больше Пети как бы не играл последний?








