1. Задачи на взвешивание

№ 1. Как-то раз в аптеку доставили 10 флаконов лекарства по 1000 таблеток в каждом флаконе. Не успели расставить флаконы на полке, как принесли телеграмму, в которой сообщалось, что лекарство нельзя продавать, так как в одном из флаконов каждая таблетка содержит на 10 мг лекарства больше допустимой нормы. Как найти этот флакон с помощью аптечных весов с гирями и сколько для этого нужно произвести взвешиваний?

 В данной задаче, оказывается, достаточно произвести одно взвешивание. Идея состоит в том, что можно пронумеровать флаконы: 1, 2, ..., 10, затем взять одну таблетку из 1-го флакона, две - из 2-го, три - из 3-го, ..., 10 таблеток из 10-го флакона. Нетрудно подсчитать, что всех таблеток будет 55. Затем взвешиваем эти таблетки. Предположим, что они весят 5520 мг, или на 20 мг больше, чем следовало бы. Это значит, что среди отобранных две таблетки с повышенной дозой лекарства и они извлечены из второго флакона.

№ 2. В пакете 9 кг манной крупы. Попробуйте при помощи трёх взвешиваний разделить крупу по двум пакетам: в одном - 2 кг, а в другом - 7 кг, располагая одной гирей 250 г и одной гирей 50 г.

Решение. Раскладываем крупу по 4,5 кг на две чашки весов. После этого высыпаем крупу из одной чашки в сторону, а крупу с другой чаши вторым взвешиванием разделяем по 2 кг 250 г. Теперь поставим на одну из двух чаш гирю 250 г и возьмём с неё столько крупы, чтобы весы были в равновесии. Тогда на этой чаше весов останется 2 кг, а остальная крупа весит 7 кг. Итак, манная крупа разделена на 2 кг и на 7 кг при этом гиря 50 г оказалась лишней.

№ 3. Имеется 101 монета. Среди них 100 одинаковых настоящих монет и одна фальшивая, отличающаяся от них по массе. Необходимо выяснить, легче или тяжелее фальшивая монета, чем настоящая. Как это сделать с помощью двух взвешиваний на чашечных весах без гирь?

Решение. Положим на чаши весов по 50 монет. Если весы в равновесии, то оставшаяся монета фальшивая, а за следующее взвешивание определим, легче она настоящей или тяжелее.

Пусть весы не в равновесии. Снимем с них более тяжёлую кучку из 50 монет, а оставшиеся разложим по 25 на каждую чашу. Если весы в равновесии, то среди них нет фальшивой, значит, значит она среди более тяжёлой кучки, т.е. фальшивая монета тяжелее настоящей. В противном случае фальшивая монета более лёгкая.

4. Из двенадцати монет одна фальшивая, но неизвестно, она более тяжёлая или более лёгкая. Как за четыре взвешивания на чашечных весах без гирь найти фальшивую монету?

Решение. Распределим монеты по две на 6 групп: I, II, III, IV, V, VI и образуем пары (I, II), (III, IV), (V, VI). Ясно, что в двух парах веса групп будут одинаковыми, например, (I=II) и (III=IV), что можно установить двумя взвешиваниями. Тогда, например, группа V легче группы VI. Снимем с каждой чаши весов по одной монете. Могут быть две возможности: а) остались монеты равных весов; б) остались монеты разных весов. В случае а) фальшивой окажется монета, которую мы снимали из группы V, она более лёгкая. В случае б) фальшивой окажется монета из группы VI, которая тяжелее других.

Если окажется, что I≠II или I=II, но III≠IV, то фальшивая монета может быть найдена и меньшим числом взвешиваний.

5. Из девяти монет одна фальшивая (более лёгкая). Как двумя взвешиваниями на чашечных весах без гирь определить фальшивую монету?

Решение. Изобразим процесс взвешивания схематично (см. схему1).
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Задача 4 допускает обобщение: из 
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 одинаковых по виду монет одна фальшивая (более лёгкая). Указать наименьшее число взвешиваний, необходимых для определения фальшивой монеты.

Теорема: Если среди 
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 монет только одна фальшивая (более лёгкая) и 
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, то минимальное число взвешиваний для нахождения более лёгкой монеты равно
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Доказательство: по ММИ, или рассуждая так, как показано в задачах 1-4, Вы можете найти решение для любого 2≤m≤82. Результаты приведены в таблице.

	Число монет
	2
	3
	4
	5
	…
	9
	10
	11

	Число взвешиваний
	1
	1
	2
	2
	  
	2
	3
	3

	Число монет
	…
	26
	27
	28
	…
	0
	1
	2

	Число взвешиваний
	3
	3
	4
	  
	4
	4
	5
	


2. Переливания.
1. Имеется два сосуда емкостью 3 л и 5 л. Нужно, пользуясь этими сосудами, получить 1 л воды.  

	3 л
	3
	0
	3
	1

	5 л
	0
	3
	3
	5


2. В условиях предыдущей задачи получить а) 2 л  б) 4 л воды.
	3 л
	0
	3

	5 л
	5
	2


а).

б). 
	3 л
	3
	0
	3
	1
	1
	0
	3
	0

	5 л
	0
	3
	3
	5
	0
	1
	1
	4


3. Можно ли, пользуясь девятилитровым и двенадцатилитровым сосудами, отмерить 4 л воды?
Ответ: Нет. Т.к. числа 9 и 12 кратны 3, а 4 не кратно 3. 

4. Как, пользуясь сосудами в 7 л и 12 л, получить 1 л воды?
	7 л
	7
	0
	7
	2
	2
	0
	7
	0
	7
	4
	4
	0
	7
	0
	7
	6
	6
	0
	7
	1

	12 л
	0
	7
	7
	12
	0
	2
	2
	9
	9
	12
	0
	4
	4
	11
	11
	12
	0
	6
	6
	12


5. Решить задачу Пуассона «Имеется 12 л вина. Необходимо поделить его поровну, если есть два сосуда: 8 л и 5 л», совершив наименьшее число переливаний.

	5 л
	0
	5
	0
	3
	3
	5

	8 л
	8
	3
	3
	0
	8
	6


6. Каким образом можно принести из реки ровно 6 л воды, если имеется только два ведра: одно – 4 л, второе – 9 л?

	4 л
	4
	0
	4
	0
	4
	3
	3
	0
	4
	0
	4
	2
	2
	0
	4
	0

	9 л
	0
	4
	4
	8
	8
	9
	0
	3
	3
	7
	7
	9
	0
	2
	2
	6


7. Бидон емкостью 10 л наполнен молоком. Требуется перелить из этого бидона 5 л в семилитровый бидон, используя при этом еще один бидон, вмещающий 3 л.  Как это сделать?

	3 л
	0
	3
	0
	3
	0
	1
	1
	3

	7 л
	7
	4
	4
	1
	1
	0
	7
	5


8. В бочке 18 л бензина. Имеется  два ведра по 7 л, в которые нужно налить по 6 л бензина, и черпак  объемом 4 л. Как можно осуществить разлив?

	7 
	0
	4
	4
	4
	4
	7
	0
	1
	1
	5
	5
	7
	7
	0
	0
	4
	4
	7
	0
	1
	1
	5
	5
	7
	0
	2
	2
	6

	7 
	0
	0
	0
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6

	4 
	4
	0
	4
	0
	4
	1
	1
	0
	4
	0
	4
	2
	0
	0
	4
	0
	4
	1
	1
	0
	4
	0
	4
	2
	2
	0
	4
	0


9. Имеется три бочонка вместимостью 6 ведер, 3 ведра и 7 ведер. В первом и третьем содержится соответственно 4 и 6 ведер кваса. Требуется, пользуясь только этими тремя бочонками, разделить квас поровну на две части.

	7 в
	6
	3
	3
	7
	5
	5

	6 в
	4
	4
	6
	2
	2
	5

	3 в
	0
	3
	1
	1
	3
	0


10. В трех кучках находится 22, 14 и 12 орехов. Требуется путем трех перекладываний уравнять число орехов в каждой кучке, соблюдая при этом условие: из любой кучки разрешается перекладывать в другую лишь столько орехов, сколько их в этой второй кучке.

(22, 14, 12) ( (8, 28, 12) ( (8, 16, 24) ( (16, 16, 16). 

11. В трёх  кучках лежит 11, 7, 6 спичек соответственно. Разрешается перекладывать из одной кучки в другую столько спичек, сколько там уже есть. Как за три операции сравнять число спичек во всех кучках? 

 (11, 7, 6) ( (4, 14, 6) ( (4, 8, 12) ( (8, 8, 8). 

12.  Есть двое песочных часов: на 7 минут и 11 минут. Каша должна вариться 15 минут. Как сварить кашу, переворачивая часы минимальное число раз?

Одновременно перевернем двое часов. Когда пройдет 7 минут, бросим кашу. Через 4 минуты перевернем 11-минутные часы.

13.  От полного стакана кофе я отпил половину и долил столько же молока. Затем я отпил третью часть получившегося кофе с молоком и долил столько же молока. Наконец,  я отпил шестую часть получившегося кофе с молоком и долил столько же  молока. Только после этого я выпил все кофе до конца. Чего в итоге я выпил больше: молока или кофе?

Одинаково. Молока доливали 
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14.  Имеется два сосуда емкостью 1 л каждый, один из них заполнен кофе, другой пустой. Кофе последовательно переливают из первого сосуда во второй, из второго – в первый и т.д., причем доля отливаемого кофе составляет 
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 и т.д. от количества кофе в сосуде, из которого оно отливается. Сколько кофе будет в каждом из сосудов после 125 переливаний?

По 0,5 литра. После переливания с нечетным номером в сосудах будет по 0,5 л. Доказательство по индукции. Пусть после 
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-го переливания в сосудах будет по 0,5 л. Тогда после 
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-го переливания: 
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Домашнее задание.

1. Даны две бутылки с растворами разной концентрации. В одной бутылке 
[image: image15.wmf]5

,

0

 л раствора, в другой – 0,3 л. Два одинаковых стакана налили доверху (каждый из соей бутылки), после чего влили обратно, поменяв бутылки местами. В результате в обеих бутылках получился раствор одинаковой концентрации. Найдите объем стаканчиков.

Ответ: 
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 л. Слив обе бутылки в одну большую емкость, получим, что в растворах одинаковой концентрации должно быть 5/8 частей из первой бутылки и 3/8 частей из второй, но 3/8 от 0,5 равно 3/16.
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