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Районная олимпиада по математике.

2000/2001 учебный год.
1. Условия задач. 

7 класс.

1. Грани игральных кубиков занумерованы числами 1,2,…6 правильно – сумма чисел, записанных на противоположных гранях равна 7. Строится высотное здание: ставится один кубик на другой так, что сумма чисел на соприкасающихся гранях рана 8. Какое максимальное число этажей может быть в таком здании?

2. Существуют ли два таких числа, что их наибольший общий делитель равен 110, а наименьшее общее кратное равно 2000?

3. Для участников олимпиады и членов жюри было приготовлено конфет столько же, сколько булочек и стаканов чая вместе. Каждый школьник съел по конфете и выпил по стакану чая, после чего осталось стаканов чая и конфет вместе столько же, сколько булочек. Найдется ли стакан чая для заглянувшего к ним члена жюри?

4. Вовочка умножил в столбик некоторое число n на число n + 1 и получил число, в записи которого участвуют лишь цифры 1, 3, 4, 5, 7, 8 и 9. Докажите, что Вовочка сделал ошибку.

5. Незнайка расставил на плоскости 15 точек и утверждает, что для каждого из чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 он может провести прямую так, что на ней находятся ровно столько его точек. Прав ли Незнайка?

8 класс.

1. Можно ли в клетках таблицы 4 ( 4 расставить числа 1 и 2 так, что для любой клетки сумма чисел в ней и всех ее соседях будет нечетной? Соседними считаются клетки, имеющие общую сторону или вершину.

2. Найдите все двухзначные числа, которые в два раза больше произведения своих цифр.

3. В параллелограмме ABCD биссектриса угла А проходит через точку Е на стороне ВС, а биссектриса угла D – через точку F на стороне ВС. Найдите длину отрезка EF, если АВ = 9 см., а ВС = 10 см.

4. Имеется красный прямоугольник со сторонами 8 см. и 13 см. и 7 белых прямоугольников со сторонами 3 см. и 5 см. Можно ли выложить белые прямоугольники на красный так, чтобы площадь не покрытой ими красной поверхности не превосходила 2 см.2? (Белые прямоугольники могут перекрываться, но их нельзя мять или разрезать.)

5. На доске выписаны числа от 1 до 10. Разрешается стереть любые два числа m и n и написать вместо них число m + n – 2. После девяти таких операций на доске останется одно число. Докажите, что это число не зависит от порядка, в котором выполнялись операции и найдите его.

9 класс.

1. Найдите все двухзначные числа, которые в три раза больше произведения своих цифр.

2. Круглый торт радиуса 10 см. разрезали по диаметрам на 6 равных кусков. Можно ли один такой кусок целиком уложить на круглую тарелку диаметра 12 см.?

3. Докажите, что число 1 + 21 +22 + 23 + … + 22000 делится на 7.

4. Докажите, что если x > 1, то x4 > 4x – 3.

5. Даны 24 числа. Известно, что среди их попарных произведений ровно 100 отрицательных. Определите, сколько среди данных чисел положительных, сколько отрицательных и сколько нулей.
10 класс.

1. Можно ли разрезать квадрат со стороной 1 на пять прямоугольников периметра 2?

2. Какое наибольшее значение для двухзначного числа может принимать отношение этого числа к сумме его цифр?

3. Докажите, что число 21 +22 + 23 + … + 22000 делится на 31.

4. На доске выписаны числа от 1 до 100. Разрешается стереть любые два числа m и n и написать вместо них число m + n – 50. После 99 таких операций на доске останется одно число. Докажите, что это число не зависит от порядка, в котором выполнялись операции и найдите его.

5. Даны 69 чисел. Известно, что среди их попарных произведений ровно 1000 отрицательных. Определите, сколько из данных чисел равно нулю.

11 класс. 

1. Какое наибольшее значение может принимать отношение трехзначного числа к сумме его цифр?

2. Что больше, 3203 + 2303 или 3201 + 2305?

3. Пусть n такое натуральное число, что 2n + 1 – точный квадрат. Докажите, что тогда число n + 1 есть сумма двух квадратов.

4. Квадрат со стороной 1 разбит на четыре равных треугольника и квадрат как на рисунке. Оказалось, что радиусы окружностей, вписанных в треугольники и маленький квадрат равны. Найдите этот радиус.

5. Известно, что корни x1, x2 уравнения x2 +2Ax + 2B = 0 и корни y1, y2 уравнения x2 + 2Cx + 2D = 0 удовлетворяют условию –1 < x1 <y1 < x2 < y2 < 1. Докажите, что корни уравнения x2 + (A + C)x + (B + D) по модулю меньше единицы.

Решения задач.

7 класс.

1. Ответ: 6.

Очевидно, грань с единичкой может находиться лишь на крайних гранях здания. С другой стороны, положив один кубик, мы однозначно задаем соседние с ним. Это и приводит к ответу.

2. Ответ: Нет.

Действительно, Если бы такие числа существовали, то оба они делились бы на 110, а следовательно и на 11. С другой стороны, их Н. О. К. также должен бы делиться на 11, чего не происходит.

3. Ответ: Нет.

Пусть в олимпиаде участвовали n школьников, x, y и z – количество заготовленных конфет, булочек и стаканов чая соответственно. По условию, выполнено соотношение x = y + z. После того, как школьники перекусили, число конфет, булочек и стаканов чая стало x – n, y, и z – n соответственно. По условию, y = (x – n) + (z – n). Из этих соотношений легко следует, что z = n, то есть школьников было ровно столько же, сколько и стаканов чая.

4. Непосредственно проверяется, что последней цифрой числа n(n + 1) может быть лишь 0, 2, или 6.

5. Ответ: Незнайка не прав.

Рассмотрим прямые, на которых было 7, 6 и 5 точек. Так как 7 + 6 + 5 = 18, эти прямые пересекаются по отмеченным Незнайкой точкам, и все Незнайкиных точки лежат на этих прямых. Любая другая прямая пересекает эти прямые не более чем в трех точках. Поэтому прямой, на которой стоят три Незнайкины точки не существует.

8 класс.

1. Ответ: можно, см. рисунок 1.

(Этот пример – единственный!)

2. Ответ: - единственное число 36.

Действительно, должно выполняться равенство 10a + b = 2ab, где a и b – цифры данного числа. Из этого видно, что b – четно. Непосредственно проверяя b = 2, 4, 6, 8 находим единственное решение.

3. Ответ: 8 см.

Продолжим AE и DF до пересечения с прямыми DC и AB в точках M и N соответственно. Пусть О – точка пересечения АЕ и DF. Нетрудно убедиться, что (DOA = 900. Поэтому в (ADM DO – биссектриса и высота, то есть он равнобедренный. Но тогда и (ECM равнобедренный. Поэтому CE = CM = = 1. Аналогично и BF = 1. (См. рисунок 2)

4. Ответ: можно, см. рисунок 3. Непокрытый участок – прямоугольник 2 ( 1.

5. Ответ: 37.

Заметим, что после каждой операции сумма всех выписанных чисел уменьшается на 2. Поскольку в начальный момент сумма всех выписанных чисел была равна 55, в конечный момент она станет равной 55 - 2( 9 = 37. 

9 класс.

1. Ответ: 15 и 24.

По условию, 10a + b = 3ab, где a и b – цифры искомого числа. Тогда 

a(3b – 10) = b, откуда следует, что 0 ( 3b – 10 ( b. Из этих неравенств следует, что 4 ( b ( 5, то есть b = 4 или 5. Соответственно получаем два числа – 24 и 15.

Впрочем, задачу можно решить и полным перебором: b =  1, 2, …, 9.

2. Ответ: можно.

Пусть АВС – один из кусков. Опишем вокруг него окружность, как на рисунке 4. Тогда легко сосчитать, что диаметр этой окружности AD = 20/
[image: image1.wmf]3

 < 12.
3. Заметим, что в сумме 2001 слагаемое, а 2001=3(667. Поэтому сумму можно разбить на группы по три слагаемые, каждое из которых делиться на 7:

(1 + 2 + 22) + 23(1 + 2 + 22) + … + 21998(1 + 2 + 22).

4. x4 > 4x – 3 ( x4 – 1 > 4x – 4 ( (x – 1)(x + 1)(x2 + 1) > 4(x – 1).

Последнее неравенство, очевидно, выполняется при x > 1, так как в этом случае x – 1 > 0. x + 1 > 2, x2 + 1 > 2.
5. Ответ: 10 положительных, 10 отрицательных и 4 нуля.

Пусть x – число положительных, y – число отрицательных z – число нулей среди данных чисел. По условию x + y + z = 24, xy = 100. Число 100 раскладывается в произведение двух множителей лишь следующими способами: 100 = 1 ( 100 =

= 2 ( 50 = 4 ( 25 = 5 ( 20 = 10 ( 10. Во всех случаях, кроме последнего, сумма этих множителей больше 24, так что числами x и y они быть не могут. Следовательно, x = y = 10, z = 4. 

10 класс.

1. Ответ: да. См. рисунок 6.
2. Ответ: 10.

Пусть n = 10a + b – данное число, где а и b – его цифры. Тогда при b = 0 (10 a + b)/(a + b) = 10. Пусть b ( 1. Тогда
(10a + b)/(a + b) = 10 – 9b/(a + b) < 10. Таким образом, 10 – наибольшее возможное отношение n к сумме его цифр.

3. Разобьем слагаемые в данной сумме на группы по 5:

(2 + 22 + 23 + 24 + 25) + … + (21996 + 21997 + 21998 + 21999 + 22000) =

= 2(1+2 + 22 + 23 + 24) + 26(1+2 + 22 + 23 + 24) +…+21996(1+2 + 22 + 23 + 24) =

= 31((2 + 26 + … + 21996).

4. Ответ: 100.

Решение аналогично решению задачи 5 для 8 класса.

5. Ответ: 4

Решение аналогично решению задачи 5 для 9 класса.
11 класс.

1. Ответ: 100.

Пусть данное число – это n = 100a + 10b + c, где a, b, c его цифры. Если b = c =0, то n/(a + b + c) = 100. Пусть теперь a ( 0 или b ( 0. Тогда, так как n < 100(а + 1), 

a + b + c ( a + 1, то n/(a + b + c) < 100(a + 1)/(a + 1) = 100.
2. Ответ: 3203 + 2303 > 3201 + 2305.

Действительно, рассмотрим разность этих чисел: 3203 + 2303 – (3201 + 2305) =

= 3201(32 – 1) – 2303(22 – 1) = 8(3201 - 3(2303 = 24(3200 - 24(2300 = 24(9100 – 8100) > 0.

3. Пусть 2n + 1 = m2. Ясно, что m – нечетно: m = 2k + 1. Тогда сразу получаем, что n + 1 = 2k2 + 2k + 1 = k2 + (k + 1)2.
4. Ответ: (
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-1)/4
Пусть катеты треугольников равны x и y, причем x > y. Тогда сторона внутреннего квадрата равна x – y, а радиус вписанной окружности – (x – y)/2.. Радиус окружности, вписанной в треугольник с катетами x, y и гипотенузой 1 равен

(x + y –1)/2.. Таким образом, мы получаем уравнение x – y = x + y – 1, откуда y = = ½. Но это означает, что меньший угол треугольника равен 300, а x = 
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/2. Радиус оказывается равным (
[image: image4.wmf]3

-1)/4

5. Пусть f(x) – x2 + 2Ax + B, g(x) = x2 + 2Cx + 2D, h(x) = x2 + (A + C)x + (B = D).. Тогда h(x) = (f(x) + g(x))/2. Заметим, что при x1 < x < x2 f(x) < 0. Следовательно, f(y1) < 0 и h(y1) = f(y1)/2 < 0. Это означает, что h(x) имеет два корня. Далее, так как при x < y1 и x > y2 g(x) > 0, h(x1) = g(x1)/2 > 0, h(x2) = g(x1)/2 > 0. Но это означает, что оба корня h(x) находятся на интервале (x1; x2). Из условия следует, что оба они по модулю меньше единицы.
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Рисунок 6
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