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Условия задач.

7 класс.

1. В некотором месяце оказалось, что три воскресенья выпали на четное число. Определите, на какой день недели пришлось в этом месяце 17 – тое число.

2. Существует ли такой пятиугольник, что многоугольниками, равными ему, можно замостить без взаимных перекрытий всю плоскость и при этом ни один из его углов не равен 900 ?

3. Что больше, 1(2(3(…(20, или 1+2+3+…+1000000? Ответ обосновать. (Пользоваться калькулятором запрещено!).

4. Сколькими способами можно расставить на шахматной доске восемь ладей так, чтобы все они стояли на черных клетках и ни одна из ни не била другую?

5. В красной коробке лежит 12 конфет, а в белой – 13. Двое мальчиков по очереди делают ходы. За один ход разрешается либо переложить 1 конфету из красной коробки в белую, либо взять из любой коробки 2 конфеты и съесть их. Проигрывает тот, кто не сможет сделать очередного хода. Докажите, что как бы не играли оба мальчика, всегда проигрывает начинающий.

8 класс.

1. В окружности радиуса 1 проведены два взаимно перпендикулярных диаметра AB и CD. На дуге АС отмечена точка Х. Пусть У – точка пересечения прямых DX и AB. Докажите, что произедение DX(DY не зависит от выбора точки Х и найдите его значение.

2. Сколькими способами можно расставить на шахматной доске восемь ладей так, чтобы все они стояли на черных клетках и ни одна из ни не била другую?

3. Незнайка утверждает, что он придумал пример на деление, в котором последние цифры делимого, делителя, неполного частного и остатка равны соответственно 1, 3, 5 и 7. Докажите, что Незнайка ошибся в своих вычислениях.

4. В классе 25 человек написали по три контрольные работы по математике. В результате каждый ученик получил по одной тройке, одной четверке и одной пятерке. Докажите, что найдется по крайней мере 5 учеников, у которых все оценки по всем контрольным одинаковы. (В школе используется пятибалльная система оценок).

5. В красной коробке лежит 12 конфет, а в белой – 13. Двое мальчиков по очереди делают ходы. За один ход разрешается либо переложить 1 конфету из красной коробки в белую, либо взять из любой коробки 2 конфеты и съесть их. Проигрывает тот, кто не сможет сделать очередного хода. Докажите, что как бы не играли оба мальчика, всегда проигрывает начинающий.

9 класс.

1. Докажите, что если площади двух прямоугольных треугольников относятся как квадраты их гипотенуз, то эти треугольники подобны.

2. Решить уравнение: (6х + 5)2(3х + 2)(х + 1) = 1.

3. Распределите числа 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 на две группы так, чтобы сумма любых двух чисел в одной группе не была равна никакому числу из другой.

4. В классе 31 человек написали по три контрольные работы по математике. В результате каждый ученик получил по одной тройке, одной четверке и одной пятерке. Докажите, что найдется по крайней мере 6 учеников, у которых все оценки по всем контрольным одинаковы. (В школе используется пятибалльная система оценок). Можно ли утверждать, что обязательно найдется 7 таких учеников?

5. В красной коробке лежит 12 конфет, а в белой – 13. Двое мальчиков по очереди делают ходы. За один ход разрешается либо переложить 1 конфету из красной коробки в белую, либо взять из любой коробки 2 конфеты и съесть их. Проигрывает тот, кто не сможет сделать очередного хода. Докажите, что как бы не играли оба мальчика, всегда проигрывает начинающий.

10 класс.

1. Изобразите на координатной плоскости Оху Множество точек М(х; у) таких, что 

(х2 – 2х + 4)(у2 – 6у + 11) = 6.

2. AD – медиана ( АВС. Чему равен угол (А, если известно, что 4AD2(BC2 = АВ4 + АС4?

3. Доказать, что уравнение х2 =9у2 + 6ху не имеет решений в натуральных числах.

4. Существуют ли такие натуральные числа х и у, что х5 + у5 = 336?

5. В красной коробке лежит 12 конфет, а в белой – 13. Двое мальчиков по очереди делают ходы. За один ход разрешается либо переложить 1 конфету из красной коробки в белую, либо взять из любой коробки 2 конфеты и съесть их. Проигрывает тот, кто не сможет сделать очередного хода. Докажите, что как бы не играли оба мальчика, всегда проигрывает начинающий.

11 класс.

1. Решить уравнение 
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2. Длины сторон треугольника - последовательные натуральные числа. R и r – соответственно радиусы описанной и вписанной окружностей. Докажите, что 
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3. Доказать, что среди чисел вида 2a + 4b, где a и b – натуральные числа, бесконечно много таких, которые являются квадратами натуральных чисел.
4. Существуют ли такие натуральные числа х и у, что х4 + у4 = 825.

5. В красной коробке лежит 12 конфет, а в белой – 13. Двое мальчиков по очереди делают ходы. За один ход разрешается либо переложить 1 конфету из красной коробки в белую, либо взять из любой коробки 2 конфеты и съесть их. Проигрывает тот, кто не сможет сделать очередного хода. Докажите, что как бы не играли оба мальчика, всегда проигрывает начинающий.

Указания и ответы.

7 класс.

1. Ответ: Среда. (Поскольку два воскресенья, идущие подряд приходятся на числа разной четности, единственная возможность для данных трех воскресений – это 2, 14 и 28 число.)

2. Таких пятиугольников существует очень много. Простейший из них, видимо, можно получить, разрезав правильный шестиугольник на три равных пятиугольника, как на рисунке.

3. 1(2(…(20 ( (2(5)(10(11(…(20 ( 1000000000000 (=1012). (Каждый из сомножителей заменяем на 10). С другой стороны, заменив в сумме все слагаемые на 1000000, получим, что она заведомо меньше, чем 10000000 (1000000 = 1000000000000 (=1012). Поэтому произведение больше.

4. Ответ: 576 способов. (На первую горизонталь ладью можно поставить 4 способами, затем на вторую горизонталь – также 4 способами, на третью и четвертую уже только тремя способами, и т. д. Всего получается 4(4(3(3(2(2(1(1 = 576 способов.)

5. Прежде всего заметим, что после каждого хода уменьшается либо количество конфет в красной коробке, либо общее количество конфет. Следовательно, рано или поздно игра должна закончится победой одного из игроков. Далее, после каждого хода разность между количеством конфет в коробках изменяется на 2. Поэтому после каждого хода первого игрока остаток от деления этой разности на 4 будет равен 3. То есть в одной из коробок лежит по крайней мере 3 конфеты и второй игрок может всегда сделать ход (например, съесть 2 конфеты). Следовательно, проиграть он не может и проигрывает всегда первый.

8 класс.

1. Ответ: 2. Пусть О – центр окружности. Поскольку угол (CXD прямой (опирается на диаметр),треугольники (CDX и (YDO подобны. Тогда DX : DO = DC : DY, откуда и следует искомое.

2. Ответ: 576 способов. (На первую горизонталь ладью можно поставить 4 способами, затем на вторую горизонталь – также 4 способами, на третью и четвертую уже только тремя способами, и т. д. Всего получается 4(4(3(3(2(2(1(1 = 576 способов.)

3. Все четыре числа – делимое, делитель , неполное частное и остаток, по утверждению Незнайки нечетны. Но делимое есть сумма произведения неполного частного на делитель и остатка. Если последние три числа нечетны, то делимое обязано быть четным.

4. Перечислим все возможные наборы оценок : (3, 4, 5), (3, 5, 4), (4, 3, 5), (4, 5, 3), (5, 3, 4), (5, 4, 3). То есть, таких наборов шесть. Если бы каждый набор оценок получили бы не более четырех учеников, получалось бы, что в классе учится не более 24 учеников.

5. Прежде всего заметим, что после каждого хода уменьшается либо количество конфет в красной коробке, либо общее количество конфет. Следовательно, рано или поздно игра должна закончится победой одного из игроков. Далее, после каждого хода разность между количеством конфет в коробках изменяется на 2. Поэтому после каждого хода первого игрока остаток от деления этой разности на 4 будет равен 3. То есть в одной из коробок лежит по крайней мере 3 конфеты и второй игрок может всегда сделать ход (например, съесть 2 конфеты). Следовательно, проиграть он не может и проигрывает всегда первый.

9 класс.

1. Пусть 
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2. Ответ: Уравнение имеет два решения – х1 = 
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Умножив второй сомножитель н 2, а третий на 6, получим: 

(6х+5)2(6х+4)(6х+6) = = 12.

Сделаем замену у = 6х + 5. Тогда получим у2(у2 – 1) = 12. Это биквадратное уравнение, имеющее два корня 2 и –2. Дальнейшее ясно.

3. Ответ: Первая группа – 2, 3, 5, 7, 8; вторая  - 4, 6. (Возможно, имеются и другие ответы. Для получения полного балла достаточно любого из них).

4. Перечислим все возможные наборы оценок : (3, 4, 5), (3, 5, 4), (4, 3, 5), (4, 5, 3), (5, 3, 4), (5, 4, 3). То есть, таких наборов шесть. Если бы каждый набор оценок получили бы не более пяти учеников, получалось бы, что в классе учится не более 30 учеников. Последнее утверждение неверно (примеры строятся достаточно легко, однако отсутствие их должно существенно влиять на оценку)

5. Прежде всего заметим, что после каждого хода уменьшается либо количество конфет в красной коробке, либо обще количество конфет. Следовательно, рано или поздно игра должна закончится победой одного из игроков. Далее, после каждого хода разность между количеством конфет в коробках изменяется на 2. Поэтому после каждого хода первого игрока остаток от деления этой разности на 4 будет равен 3. То есть в одной из коробок лежит по крайней мере 3 конфеты и второй игрок может всегда сделать ход (например, съесть 2 конфеты). Следовательно, проиграть он не может и проигрывает всегда первый.

10 класс.

1 . Ответ: Искомое множество состоит из единственной точки М(1; 3).

Действительно, х2 – 2х + 4 = (х – 1)2 + 3 ( 3, при этом равенство возможно лишь при 

х = 1, а у2 – 6у + 11 =(у – 3)2 + 2 ( 2, при чем равенство возможно лишь при у = 3.

2. Ответ: 450 или 1350.

Пусть AD = m, AB = c, AC = b, BC = a. Тогда 4m2 = 2b2 +2c2 -a2 .(Это хорошо известная формула, которая, впрочем легко выводится из теоремы о том, что сумма квадратов сторон параллелограмма равна сумме квадратов его диагоналей). Подставляя это равенство в исходное соотношение, получаем, что 

a4 + b4 + c4 – 2a2 b2 -2a2 c2 = 0,      (b2 + c2 – a2)2 = 2 b2 c2.

Из теоремы косинусов теперь получаем, что cosA = 
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3. Рассмотрим данное уравнение как квадратное относительно х. Тогда его дискриминант равен 18у2. Для того, чтобы х было натуральным, необходимо, чтобы 18у2 = 2((3у)2было квадратом натурального числа. Но в этом случае получается, что число 
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 рационально – противоречие.

4. Да, существуют, например х = 33, у = 66. Действительно, 

335 + 665 = 335(25 + 1) = 335(33 = 336.

5. Прежде всего заметим, что после каждого хода уменьшается либо количество конфет в красной коробке, либо общее количество конфет. Следовательно, рано или поздно игра должна закончится победой одного из игроков. Далее, после каждого хода разность между количеством конфет в коробках изменяется на 2. Поэтому после каждого хода первого игрока остаток от деления этой разности на 4 будет равен 3. То есть в одной из коробок лежит по крайней мере 3 конфеты и второй игрок может всегда сделать ход (например, съесть 2 конфеты). Следовательно, проиграть он не может и проигрывает всегда первый.

11 класс.

1. Имеем: 
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2. Пусть стороны треугольника равны n – 1, n и n + 1.Тогда его полупериметр р = 
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. Пусть s – площадь треугольника. По формуле Герона получаем 
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3. (Одно из возможных решений.) Пусть a = 2b + 3. Тогда имеем:

2a + 4b = 4b(23 + 4b = 4b((23 + 1) = (2b(3)2.
4. Да, существуют. Например х = 82 и у = 246 = 82(3. Действительно,

х4 + у4 = 824((34 + 1) = 825.

5. Прежде всего заметим, что после каждого хода уменьшается либо количество конфет в красной коробке, либо общее количество конфет. Следовательно, рано или поздно игра должна закончится победой одного из игроков. Далее, после каждого хода разность между количеством конфет в коробках изменяется на 2. Поэтому после каждого хода первого игрока остаток от деления этой разности на 4 будет равен 3. То есть в одной из коробок лежит по крайней мере 3 конфеты и второй игрок может всегда сделать ход (например, съесть 2 конфеты). Следовательно, проиграть он не может и проигрывает всегда первый.
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