 Многочлены. Деление многочленов с остатком. Теорема Безу.
I. Понятие многочлена. Операции над многочленами. Степень многочлена.
Пусть R - множество всех действительных чисел.

Определение.     Многочленом степени 
[image: image1.png]a5 a, T L raxta



,              (1)
где [image: image2.png]syt see sy, g



- элементы множества R. 

Числа  [image: image3.png]syt see sy, g



 называются коэффициентами многочлена (1), причем 
[image: image4.wmf]n

a

 называют старшим коэффициентом, 
[image: image5.wmf]0

a

- свободным членом многочлена (1).
Определение. Два многочлена называются равными, если у них коэффициенты при одинаковых степенях переменной х совпадают.
Определение. Суммой  многочленов 
[image: image6.wmf]01
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 называется многочлен 
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, где  k наибольшее из чисел n и m, 
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, причем, если n>m, то следует полагать, что 
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, и, если n<m, то следует полагать, что 
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Пример 1. Найти сумму многочленов 
[image: image12.wmf]34
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РЕШЕНИЕ.  Используя определение, получаем:
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Определение. Произведением многочленов 
[image: image16.wmf]01
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 называется многочлен
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причем 
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Формулу вычисления коэффициентов произведения, можно записать следующим образом:
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Пример 2. Найти произведение многочленов  
[image: image22.wmf]34
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РЕШЕНИЕ.  Воспользуемся формулой (2). Например, найдем коэффициент при 
[image: image24.wmf]4
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: 
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Аналогично находятся остальные коэффициенты. Тогда:


[image: image26.wmf]23456
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Определение.  Степенью многочлена 
[image: image27.wmf]()
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 называется наибольшая из степеней его членов, у которых коэффициенты не равны 0.

Например, степень многочлена 
[image: image28.wmf]23456
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равна 5.

Теорема. Пусть 
[image: image29.wmf]()
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 и 
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 – многочлены из множества R[x]. Тогда
1) степень суммы  
[image: image31.wmf]()()
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 не превосходит наибольшей из степени слагаемых;

2) если  
[image: image32.wmf]()
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 и 
[image: image33.wmf]()

gx

 - ненулевые многочлены, то степень произведения 
[image: image34.wmf]()()
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 равна сумме степеней этих многочленов. 
                       Задания.

1) Даны многочлены 
[image: image35.wmf]43
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.  Найти:

a) 
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;      c) 
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2)  Найти произведение многочленов:

а) 
[image: image41.wmf]32
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3)   Существует ли многочлен 
[image: image44.wmf]()
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 с целыми коэффициентами такой, что  f(0)=19,  f(1)=85, f(2)=1997.   Ответ. 
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4)    Докажите, что для любого действительного числа а многочлен 


[image: image46.wmf]109532
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    принимает неотрицательные значения.
5)        Найдите сумму коэффициентов многочлена 
[image: image47.wmf]321123135
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.      Ответ. 0.
II.     Деление с остатком.

Определение.  Пусть 
[image: image48.wmf]()
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 и 
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 - ненулевые многочлены из множества R[x]. Разделить многочлен 
[image: image50.wmf]()
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 на многочлен 
[image: image51.wmf]()
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 с остатком – это значит найти такие два многочлена q(x) и  r(x) из этого же множества, что 
[image: image52.wmf]()()()()
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 и степень многочлена r(x) меньше степени многочлена 
[image: image53.wmf]()
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 или r(x)=0.

Многочлен q(x) называют неполным частным или частным, а r(x) – остатком от деления 
[image: image54.wmf]()
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 на  
[image: image55.wmf]()
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 с остатком.

Теорема(о делении с остатком). Каковы бы ни были многочлены 
[image: image56.wmf]()
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 и 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image58.wmf]0
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 из R[x], всегда можно и притом единственным образом разделить 
[image: image59.wmf]()
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 на  
[image: image60.wmf]()
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 с остатком.
     Частное и остаток находят с помощью так называемого правила деления "уголком".
Пример.  Известны делимое  
[image: image61.wmf]432
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, частное  
[image: image62.wmf]2
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 и остаток 
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.  Найдем делитель  
[image: image64.wmf]()
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.
      РЕШЕНИЕ. Используя определение деления с остатком, получаем:
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Так как степень многочлена 
[image: image66.wmf]()
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 равна 4 и степень многочлена q(x) равна 2, то степень многочлена 
[image: image67.wmf]()
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 равна 2. Заметим, что старший коэффициент многочлена 
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 равен 1. Следовательно, 
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 многочлен вида 
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[image: image73.wmf]2
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Учитывая определение равенства двух многочленов, получаем систему уравнений
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Решая систему, находим, что a=-1, b=2. Значит, 
[image: image75.wmf]2
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Примечание. В этом примере 
[image: image76.wmf]()
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 можно найти и другим способом, разделив многочлен 
[image: image77.wmf]()
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- r(x) на многочлен q(x).
                        Задания.
1) Выполните деление с остатком:                                                  

  а)    
[image: image78.wmf]5432
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    г)   
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2)   При каких значениях а многочлен 
[image: image86.wmf]32
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 делится без остатка на   
[image: image87.wmf]2
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?       Ответ. а=6.
3)   При каких значениях а и b многочлен 
[image: image88.wmf]432
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 делится без остатка на   
[image: image89.wmf]2
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4)   На
йти остаток от деления многочлена 
[image: image90.wmf]1005025
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 на многочлен   
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5)  Многочлен 
[image: image92.wmf]()
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 при делении на х-2 дает остаток 5, а при делении на х-3 дает остаток 7. Найти остаток от деления многочлена 
[image: image93.wmf]()
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 на            (х-2)(х-3).          Ответ.  2х+1.
6)  Многочлен 
[image: image94.wmf]()
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 при делении на х-1, х+1, х-2 дает в остатке соотвественно 4, 2, 8. Найти остаток от деления многочлена 
[image: image95.wmf]()
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[image: image96.wmf]32
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7)  Найти целое число a, при котором (x - a)(x - 10) + 1 разлагается в произведение (x + b)(x + c) двух множителей с целыми b и c. 
Решение: 
Пусть (x - a)(x - 10) + 1 = (x + b)(x + c). Положив x = - b, получим (b + a)(b + 10) = - 1. Числа a и b целые, поэтому числа b + a и b + 10 тоже целые. Число -1 представляется в виде произведения двух множителей двумя способами. Соответственно получаем два варианта: 1) b + 10 = 1 и b + a = - 1; 2) b + 10 = - 1 и b + a = 1. Поэтому a = 8 или a = 12. В первом случае (x - 8)(x - 10) + 1 = (x - 9)2, а во втором случае (x - 12)(x - 10) + 1 = (x - 11)2.

8)   Найти такие отличные от нуля неравные между собой целые числа a, b, c, чтобы выражение x(x - a)(x - b)(x - c) + 1 разлагалось в произведение двух многочленов с целыми коэффициентами. 
Решение: 
Пусть x(x - a)(x - b)(x - c) + 1 = P(x)Q(x), где P(x) и Q(x) — многочлены с целыми коэффициентами. Ясно, что P(x) и Q(x) — многочлены со старшим коэффициентом 1. При x = 0, x = a, x = b и x = c имеет место равенство P(x)Q(x) = 1, т.е. либо P(x) = 1 и Q(x) = 1, либо P(x) = - 1 и Q(x) = - 1. В обоих случаях P(x) - Q(x) = 0. Степень многочлена P(x) - Q(x) строго меньше четырёх, поэтому P(x) = Q(x) для всех x. Таким образом, x(x - a)(x - b)(x - c) = P2(x) - 1 = (P(x) + 1)(P(x) – 1). Поэтому P(x)±1 = x(x - a) и P(x) ± 1 = (x - b)(x - c), т.е. x(x - a) - (x - b)(x - c) = ±2 (мы не различаем решения, отличающиеся лишь перестановкой чисел a, b, c). Следовательно, a = b + c и bc = ±2. В результате получаем следующие наборы значений (a, b, c): (1, 2, 3), (- 1, - 2, - 3), (1, - 2, - 1), (2, - 1, 1). Им соответствуют следующие разложения многочлена x(x - a)(x - b)(x - c) + 1: (x2 - 3x + 1)2, (x2 + 3x + 1)2, (x2 + x - 1)2, (x2 - x - 1)2.
9) Докажите, что выражение x5 + 3x4y - 5x3y2 - 15x2y3 + 4xy4 + 12y5 не равно 33 ни при каких целых значениях x и y. 
Решение: 
Представим данное выражение в виде (x + 2y)(x - y)(x + y)(x - 2y)(x + 3y). При y ≠ 0 все пять сомножителей этого произведения попарно различны, а число 33 нельзя представить в виде произведения пяти целых попарно различных сомножителей (хотя и можно представить в виде произведения четырёх попарно различных сомножителей, два из которых равны ±1). При y = 0 рассматриваемое выражение превращается в x5. Ни при каком целом x число x5 не равно 33.
10) Существует ли многочлен 
[image: image97.wmf]42
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 с целыми коэффициентами a, b, c, d такой, что f(1)=19, f(2)=62? 
III. Наибольший общий делитель многочленов.
Определение. Общим делителем многочленов f(x) и g(x) называется такой многочлен  d(x) 
[image: image98.wmf]0
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, который является делителем для каждого из этих многочленов.

Определение.  Наибольшим общим делителем(НОД) многочленов f(x) и g(x)  называется такой их общий делитель, который делится на любой другой их общий делитель.

Пример 1. Найти НОД многочленов 
[image: image99.wmf]643
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РЕШЕНИЕ.  Разделим  сначала  f(x) на g(x) с остатком.
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Итак, 
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. Далее разделим  g(x)  на 
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Получили, что 
[image: image115.wmf]3
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. Разделим теперь 
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.Таким образом, третий остаток 
[image: image124.wmf]3
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=0. Следовательно, НОД многочленов f(x) и g(x) это 
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- последний отличный от 0 остаток. Записывая его со старшим коэффициентом  1, имеем
НОД(f(x) , g(x))= -4
[image: image126.wmf]2
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Примечание. Так как постоянные множители не влияют на делимость многочленов, то в процессе применения алгоритма Евклида, чтобы избежать громоздких вычислений с дробными числами, делимые многочлены и делители можно умножать на любые отличные от 0 числа. При таком преобразовании получающиеся остатки будут находиться с точностью до постоянных множителей, хотя неполные частные и будут искажаться. Однако это не повлияет на процесс нахождения НОД, так как при нахождении НОД рассматриваются остатки.

Пример 2.  Найдем НОД многочленов  
[image: image128.wmf]3
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РЕШЕНИЕ.                       
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Итак, НОД(
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Определение. Два многочлена, у которых НОД может быть  только многочлен нулевой степени, называются взаимно простыми.
Теорема.  Пусть d(x) – наибольший общий делитель многочленов 
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 и 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image147.wmf]0
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. Тогда существует такая пара многочленов u(x) и v(x)  из R[x], что 
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Пример 3.  Пользуясь алгоритмом Евклида подобрать многочлены   u(x) и v(x)   так,  чтобы 
[image: image149.wmf]()()()()()

dxfxuxgxvx

=×+×
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РЕШЕНИЕ. Найдем 
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). Для этого воспользуемся алгоритмом Евклида.

                     
[image: image158.wmf]432

242

xxxx

+---

         
[image: image159.wmf]432

22

xxxx

+---


                          
[image: image160.wmf]432

22

xxxx

+---

             1

        
[image: image161.wmf]432

22

xxxx

+---

       
[image: image162.wmf]3

2

xx

-

     
         
[image: image163.wmf]42

2

xx

-

                           
[image: image164.wmf]1

x

+


            
[image: image165.wmf]32

22

xxx

+--

   
             
[image: image166.wmf]3

2

xx

-


      
[image: image167.wmf]3

2

xx

-

       
[image: image168.wmf]2

2

x

-

      
     
[image: image169.wmf]3

2

xx

-

        х
              0
Таким образом, получили:
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отсюда, последовательно выражая, имеем:
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Следовательно, 
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                                       Ответ. 
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Теорема(критерий взаимной простоты).  Многочлены 
[image: image178.wmf]()
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и 
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 взаимно просты тогда и только тогда, когда существуют такие многочлены u(x) и v(x)  из R[x], что 
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Теорема.  Справедливы следующие утверждения:

1) если произведение  
[image: image181.wmf]12
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2) если 
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 оба взаимно просты с 
[image: image189.wmf]()
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, то их произведение 
[image: image190.wmf]12
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Пример 4.  Способом неопределенных коэффициентов подобрать  многочлены u(x) и v(x) так, чтобы 
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РЕШЕНИЕ. Пусть 
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Учитывая определение равенства двух многочленов, получаем систему уравнений
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Таким образом, 
[image: image202.wmf]2
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                                                            Ответ. 
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Примечание.  НОД(
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Определение.  Наименьшим общим кратным (НОК) многочленов 
[image: image206.wmf]12
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 называется такой многочлен  
[image: image207.wmf]()
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, который обладает следующими свойствами:

 1)  
[image: image208.wmf]()
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 делиться на каждый из многочленов 
[image: image209.wmf]12
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, т.е. является их общим кратным;
2)   любое общее кратное многочленов
[image: image210.wmf]12
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 делится на 
[image: image211.wmf]()
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Для нахождения НОК двух многочленов  
[image: image212.wmf]()
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и 
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, как и для целых чисел, используется формула

        НОК(
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где с – некоторое действительное число, отличное от 0.
                                    Задания.
1) Найдите НОД многочленов:

а)   
[image: image217.wmf]32
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[image: image219.wmf]432

782848

xxxx

-++-
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в)   
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2)  Найти НОД и НОК многочленов 
[image: image224.wmf]()

fx

и 
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     а) 
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    б)  
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   3) Пользуясь алгоритмом Евклида подобрать многочлены   u(x) и v(x)     так,  чтобы 
[image: image230.wmf]()()()()()
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   4)   Способом неопределенных коэффициентов подобрать  многочлены u(x) и v(x) так, чтобы 
[image: image236.wmf]()()()()1
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IV. Корни многочленов. Теорема Безу. Схема Горнера.
Пусть дан многочлен 
[image: image239.wmf]1
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 с действительными коэффициентами. Заменим переменную каким-нибудь действительным числом с. Получим действительное число 
[image: image240.wmf]1
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, которое называют значением многочлена 
[image: image241.wmf]()
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 при х=с.
Определение. Корнем многочлена 
[image: image242.wmf]()
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 называется такое значение с переменной х, при котором значение многочлена равно нулю, т.е. f(a)=0.
Теорема Безу. Остаток при делении многочлена 
[image: image243.wmf]()
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 на двучлен х-с равен значению 
[image: image244.wmf]()
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 при х=с.

Следствие. Элемент c является корнем многочлена 
[image: image245.wmf]()
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 тогда и только тогда, когда остаток r при делении многочлена 
[image: image246.wmf]()

fx

 на двучлен  х-с  равен 0. 
Деление многочлена на двучлен удобно производить при помощи способа, который называют схемой Горнера. Покажем, в чем он заключается.
Рассмотрим многочлен 
[image: image247.wmf]1
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. Разделив его на двучлен х-с, получим равенство:
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Тогда 
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Так как два многочлена равны тогда и только тогда, когда равны коэффициенты при одинаковых степенях переменной х, то 
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Отсюда   
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Пример 1. Разделить многочлен   
[image: image254.wmf]432
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  на х-2, используя схему Горнера.
РЕШЕНИЕ.  В нашем случае с=2.
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Таким образом,  
[image: image255.wmf]432
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= (х-2)( 
[image: image256.wmf]32
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Пример 2. Найти неполное частное  q(x) и остаток  r при делении многочлена    
[image: image257.wmf]6532
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  на х+1.
РЕШЕНИЕ.  В нашем случае, так как х+1=х-(-1), то  с=-1.
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Таким образом, 
[image: image258.wmf]5432

()255410

qxxxxxx

=-+--+
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Определение. Пусть 
[image: image259.wmf]kN
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.  Число а называется 
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- кратным корнем многочлена 
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, если 
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 делится на многочлен 
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Теорема. Число корней многочлена 
[image: image265.wmf]()

fx

 не превосходит степени n этого многочлена, если каждый корень считать столько раз, какова его кратность.
Следствие.   Если степени многочленов  
[image: image266.wmf]()
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 и g(x) не превосходят n и многочлены принимают  одинаковые значения более, чем при  n различных  значениях х, то f(x)=g(x).
Пример 3.  Найти кратность корня х=1 многочлена 
[image: image267.wmf]5432
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РЕШЕНИЕ. Воспользуемся схемой Горнера. Для этого разделим 
[image: image268.wmf]()
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 на х-1, затем полученное частное 
[image: image269.wmf]1
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 разделим на х-1 и т.д. до тех пор, пока не получим частное 
[image: image270.wmf]()
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, которое не делится на х-1. Тогда кратность корня будет равна k, так как  
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Весь процесс решения запишем в виде таблицы:
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Итак, 
[image: image272.wmf]23
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 и кратность корня многочлена 
[image: image273.wmf]()
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 равна 2.
Пример 4.  Определить a и b так, чтобы многочлен 
[image: image274.wmf]42
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 имел число -2 корнем не ниже второй кратности.
РЕШЕНИЕ. Применим схему Горнера.
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Отсюда имеем:
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Таким образом,  
[image: image277.wmf]42
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                                Ответ.  
[image: image278.wmf]42
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                            Задания.
1)  Пользуясь схемой Горнера, разделите многочлен 
[image: image279.wmf]()
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 на двучлен  (х-а):               а)   
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2)  Разложите многочлен  
[image: image283.wmf]()
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 по степеням двучлена (х-с):                                 а)  
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,  с=2;                                                                 б)  
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3)  Разложите на простейшие дроби (пользуясь схемой Горнера):                                                                        а)   
[image: image286.wmf]3
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4)   Пользуясь схемой Горнера, вычислите   
[image: image288.wmf]()
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, если:                                        а) 
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5)  Найдите остаток от деления многочлена 
[image: image292.wmf]()
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 на двучлен g(x):                      а)  
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                                                                      б)   
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6)  Найдите кратность корня 3 многочлена  
[image: image295.wmf]432
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.

7)  Многочлен 
[image: image296.wmf]32
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  при делении на х+1 дает остаток 18, а на х-2 делится без остатка. Найти корни многочлена.

8)  Число 
[image: image297.wmf]13
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  является корнем многочлена 
[image: image298.wmf]432
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. Найдите 
[image: image299.wmf]a

 и 
[image: image300.wmf]b

, если известно, что они рациональные числа.                                                          
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