тема 5_планиметрия


§1. Два неравенства.

Два основных (на первых порах) орудия исследования в младших классах:

Неравенство №1. Для любых трех точек 
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 лежит на отрезке 
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Неравенство №2. В треугольнике против большего угла лежит большая сторона (
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1. Докажите, что медиана 
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 в треугольнике 
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 по длине больше, чем 
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Докажем неравенства 
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 (по неравенству треугольника) и сложим их.
2. Докажите, что из отрезков длины 
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 можно составить треугольник тогда и только тогда, когда есть такие положительные 
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Рассмотрим окружность, вписанную в треугольник, и длины отрезков, на которые точки касания делят стороны.

3. В треугольнике 
[image: image16.wmf]ABC

 длина медианы 
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 больше половины длины 
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. Докажите, что угол 
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 – острый.

Используем неравенства  
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4. Центры трех непересекающихся кругов расположены на одной прямой. Докажите, что если окружность касается всех кругов, то ее радиус больше радиуса одного из них.

1. Можно считать, что все касания внешние, иначе утверждение задачи очевидно. Тогда, если мы обозначим радиусы окружностей с центрами 
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 соответственно через 
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, то по неравенству треугольника 
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 и значит, 
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2. Один из углов 
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 и 
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– неострый и значит, наибольший в соответствующем треугольнике. Пусть это угол 
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5. Докажите, что для любых трех точек 
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 на плоскости выполнено неравенство 
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Это неравенство треугольника в чистом виде.

6. Длина стороны AC треугольника ABC равна 3,8, длина стороны AB – 0,6. Известно, что длина стороны BC – целое число. Какова эта длина?

Ответ: 4.

7. Докажите, что длина любой стороны треугольника не превосходит его полупериметра.

Обозначим длины сторон треугольника через 
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8. От Ленинграда до Москвы 660 км, от Ленинграда до деревни Лыково – 310 км, от Лыково до Клина – 200 км, и от Клина до Москвы – 150 км. Каково расстояние от Лыково до Москвы?

Заметим, что сумма расстояний от Ленинграда до Лыкова, от Лыкова до Клина и от Клина до Москвы равна расстоянию от Ленинграда до Москвы, а значит, все эти населенные пункты лежат на одной прямой.

9. В стране 4 города: A, B, C и D. Два самолета одновременно вылетели из города A. Маршрут первого: A-B-D-C-A-D-B-C-A, а маршрут второго: A-B-C-D-A-B-C-D-A-B-C-D-A. Какой из самолетов раньше закончит свой маршрут, если их скорости одинаковы?

Первый самолет прилетит раньше.

10. Найдите внутри выпуклого четырехугольника точку, такую, что сумма расстояний от нее до вершин минимальна.

Так как четырехугольник выпуклый, то его диагонали пересекаются в точке O. Обозначим вершины четырехугольника через A, B, C и D (по часовой стрелке). Тогда сумма расстояний от O до вершин равна сумме длин диагоналей AC и BD. Но для любой другой точки P имеем, во-первых, что сумма расстояний от P до вершин не меньше AC + BD, а во-вторых, либо PA + PC > AC, либо PB + PD > BD. Значит эта сумма равна AC + BD только если P совпадает с точкой O. Значит, точка O – искомая.

11. На плоскости дан квадрат ABCD и точка O. Докажите, что расстояние от точки O до одной из вершин квадрата не превосходит суммы расстояний от O до трех других вершин квадрата.

Сложите неравенства треугольника AC + OC > OA и OB + OD > BD. Так как AC = BD, то, сокращая, получаем требуемое.

12. Докажите, что в выпуклом четырехугольнике сумма длин диагоналей больше его полупериметра и меньше периметра.

Пусть диагонали пересекаются в точке O. Требуемые неравенства легко выводятся из неравенств треугольника для треугольников OAB, OBC, OCD, ODA и для треугольников ABC, BCD, CDA и DAB.

13. Внутри треугольника взяли две произвольные точки. Докажите, что расстояние между ними не превосходит полупериметра треугольника.

14. Продолжите отрезок, соединяющий эти точки, в обе стороны до пересечения с контуром треугольника.
§ 2. Неравенство треугольника и геометрические преобразования.

Идея симметрии в совокупности с неравенством треугольника.

!. Осевая симметрия не меняет расстояний.
Идея: искомый путь преобразуется некоторым образом так, что его длина не меняется, причем после этих преобразований задача превращается в такую: соединить две данные точки путем минимальной длины. Важно проверить: преобразованный путь может быть прямолинейным.

15. Грибник выходит из леса в заданной точке. Ему надо дойти до шоссе, которое представляет собой прямую линию, и зайти обратно в лес в другой заданной точке. Как ему сделать это, пройдя по самому короткому пути?
Обозначим точку, в которой грибник выходит из леса, через A, а точку, в которой он должен войти в лес, через B. Отразим точку A симметрично относительно прямой-шоссе и получим точку A′. Тогда из любого пути AKB (K – это точка, в которой грибник выходит на шоссе) можно, отразив симметрично относительно шоссе его участок AK, получить равный ему по длине путь A′KB, длина которого по неравенству треугольника не меньше A′B.
Следовательно, искомая точка K, в которой грибник должен подойти к шоссе – это точка пересечения A′B и шоссе. С помощью аналогичных соображений решаются и другие задачи этой серии. Так, например, в задаче 14 надо отразить точку C симметрично относительно прямых OA и OB, получив точки C′ и C″. Тогда периметр ABC можно заменить на сумму длин отрезков C′A, AB и BC″, которая по неравенству треугольника не меньше длины отрезка C′C″, равной 2|OC|.
16. Полуостров представляет собой острый угол, внутри которого находится дом лесника. Как леснику, выйдя из дома, добраться до одного берега полуострова, затем до другого и вернуться домой, пройдя при этом по самому короткому пути?


Отразим точку, в которой находится дом лесника, относительно сторон угла.

17. Точку A, лежащую внутри острого угла, отразили симметрично относительно сторон угла. Полученные точки B и C соединили и точки пересечения отрезка BC со сторонами угла обозначили через D и E. Докажите, что BC/2 > DE.



Воспользуйтесь тем, что AD = BD, AE = EC и неравенством AD + AE > DE.
§ 3. Дополнительные построения.

В некоторых случаях геометрическое неравенство требует для своего доказательства дополнительного построения. 

18. Точка O лежит внутри треугольника ABC. Докажите, что AO + OC < AB + BC.



Продолжите отрезок AO до пересечения со стороной BC в точке D. Сложите теперь неравенства треугольника AB + BD > AD и OD + DC > OC и сократите по OD в обеих частях неравенства.

19. Докажите, что сумма расстояний от точки O до вершин треугольника ABC меньше его периметра, если точка O лежит внутри этого треугольника. А если она лежит вне треугольника?



Решается сложением трех неравенств: AO + OC < AB + BC, AO + OB < AC + BC и BO + OC < AB + BC.

20. Докажите, что длина медианы AM треугольника ABC не превосходит полусуммы длин сторон AB и AC. Докажите также, что сумма длин медиан треугольника не превосходит его периметра.



Достроим треугольник ABC до параллелограмма ABDC. Тогда по неравенству треугольника AB + BD > AD, при этом BD = AC, а AD = 2AM.

21. Докажите, что в выпуклом многоугольнике не может быть трех сторон, превосходящих по длине наибольшую диагональ.



Рассмотрим те две из этих сторон, которые не имеют общих вершин – это стороны AB и CD. Тогда, с одной стороны, AC + BD < AB + CD (так как AC и BD – диагонали), а с другой стороны, если AC и BD пересекаются в точке O, то OA + OB > AB и OC + OD > CD, и, складывая эти неравенства, мы получаем: AB + CD < AC + BD – противоречие.

22. Докажите, что периметр треугольника не превосходит суммы длин медиан, увеличенной в 4/3 раза. (Для решения этой задачи надо знать, в каком отношении делятся медианы точкой их пересечения).



Пусть медианы пересекаются в точке M. Тогда, складывая неравенства AM + BM > AB, BM + CM > BC и CM + AM > AC и, учитывая то, что длины отрезков AM, BM и CM составляют 2/3 длин медиан, получаем требуемое неравенство.

23. Две деревни находятся по разные стороны от реки, берега которой – параллельные прямые. В каком месте реки необходимо построить мост, перпендикулярный берегам так, чтобы длина пути из одной деревни в другую была бы минимальна?


Если ширина реки – h, а деревни расположены в точках A и B, то концы моста расположены в точках пересечения прямых A′B и AB′ с берегами, где A′ и B′  получаются из A и B при параллельном переносе на расстояние h к реке.
24. Докажите, что медиана треугольника, заключенная между двумя его неравными сторонами, образует больший угол с меньшей из двух этих сторон.


Надо достроить треугольник ABC до параллелограмма ABDC и применить неравенство о большей стороне и большем угле.

25. Дан равнобедренный треугольник ABC с углом при вершине B, равным 20 градусов. Докажите, что а) AB < 3AC; б) AB > 2AC.

а) Приложите друг к другу боковыми сторонами три копии данного треугольника. б) Отложите на стороне AB отрезок AE, равный основанию AC, и докажите, что EB > CE > AC.

§ 4. Движения плоскости и равенство фигур
26. На сторонах AB, BC, CD и DA квадрата ABCD взяты точки P, Q, R и S так, что AP:PB = BQ:QC = CR:RD = DS:SA. Докажите, что PQRS – квадрат.

Указание: используйте поворот на 90 градусов.

27. Какие буквы русского алфавита имеют а) ось симметрии; б) центр симметрии ?

а) А, В, Д, Е, Ж, З, К, Л, М, Н, О, П, С, Т, Ф, Х, Ш, Э, Ю. б) Ж, И, Н, О, Ф, Х. Конечно, здесь ответ частично зависит от написания букв.

§ 5. Подсчет углов 
1. Сумма углов треугольника равна 180(.

2. Вертикальные углы равны.

3. Смежные углы дополняют друг друга до 180(
4. Вписанный угол равен половине центрального угла, опирающегося на ту же дугу

5. Вписанные углы, опирающиеся на одну дугу, равны

6. Движения плоскости не меняют величин углов

28. В равнобедренном треугольнике ABC с углом при вершине A, равным 36 градусов, проведена биссектриса BK. Докажите, что BK = BC.

Так как  
[image: image38.wmf]C
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=72( и 
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=72(, то величина угла KBC равна 36 градусов и значит, величина угла CKB – 72 градуса. Следовательно, треугольник KBC – равнобедренный и BK = BC.

29. Докажите, что сумма углов в вершинах пятиугольной звезды равна 180 градусов.

180 =(EBD+(BED+(BDE=(E+(B+(D+(FED+(FDE. Но (FED+(FDE=180(–(EFD=
    =180(–(CFA=(A+(C. Значит, 180(=(E+(B+(D+(A+(C, ч.т.д.

30. Могут ли биссектрисы двух углов треугольника быть перпендикулярными?

Нет, иначе сумма этих углов будет равна 180.

31. Три угла вписанного четырехугольника относятся как 2:3:4. Найдите эти углы.

32. В треугольнике ABC  (A = 90(. Проведены медиана AM, биссектриса AK и высота AH. Докажите, что  (MAK = (KAH.

Обозначим угол BCA через α. Тогда, так как AM=MC, то (MAC=α  и значит,  (MAK=45(–α (надо, как теперь видно, взять тот из углов треугольника, который меньше 45 градусов). Далее, (ABC=90(–α  и значит, (BAH=α. Следовательно, (KAH=45(–α=(MAK, ч.т.д.

33. В квадрате ABCD O – точка пересечения окружности с центром A и радиусом AB и серединного перпендикуляра к BC, более близкая к C. Найдите величину угла AOC.

Угол AOD равен, очевидно, 60(. Далее, треугольник DOC – равнобедренный и мы получаем  (DOC=75(. Следовательно, ответ: (AOC=135(.

34. Две окружности пересекаются в точках A и B. C –точка, диаметрально противоположная к A на первой окружности, D – на второй. Докажите, что точки B, C и D лежат на одной прямой.

Углы ABC и ABD равны 90 и значит,  ∠ CBD = 180, ч.т.д.

§ 6. Площадь
1. Площадь не меняется при движении фигуры.

2. Если фигура составлена из двух непересекающихся фигур, то ее площадь равна сумме их площадей.

3. Площадь треугольника 
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4. 
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5. Если в формулировке задачи участвуют выражения вида 
[image: image42.wmf]ab

 или 
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 (т.е. выражения степени 2), то вполне возможно, что в решении задачи участвует площадь.

35. Длины сторон выпуклого четырехугольника равны 
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 (перечислены по часовой стрелке). Докажите, что площадь четырехугольника не превосходит а) 
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а) Пусть 
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 и осталось лишь сложить эти неравенства. 
б) Используйте пункт а) и то, что четырехугольник ABCD можно, разрезав по диагонали AC и перевернув одну из частей, превратить в четырехугольник с той же площадью, но с порядком сторон a, b, d, c.

36. Могут ли длины высот треугольника относиться друг к другу как 1:2:3?

Пусть S – площадь этого треугольника, a, b и c – длины его сторон. Тогда длины высот равны 2S/a, 2S/b и 2S/c. Значит, a:b:c = 1:1/2:1/3, что, как нетрудно видеть, противоречит неравенству треугольника.

37. Найдите площадь выпуклого четырехугольника ABCD, если прямая AC перпендикулярна прямой BD и AC = 3, BD = 8.

Ответ: 12.

38. Диагонали трапеции ABCD (BC || AD) пересекаются в точке O. Докажите, что треугольники AOB и COD равновелики.

Докажите, что треугольники ABD и ACD равновелики.

39. Докажите, что сумма расстояний от точки, находящейся внутри правильного треугольника, до его сторон не зависит от положения точки.
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