Тема: «Комбинаторика» 

Основные цели:

1) приобщение к математике;

2) расширение математического кругозора;

3) углубление знаний в рамках школьной программы.

Урок №1

Тема урока: «Введение в комбинаторику»

Тип урока: изучение нового материала.

Цели урока:

1. обеспечить восприятие, осмысление и первичное запоминание материала;

2. организовать работу учащихся по применению знаний.

Ход урока.

В математике есть задачи, в которых требуется из элементов составить различные наборы, подсчитать количество всевозможных комбинаций элементов, составленных по определённому правилу. На практике часто приходится делать перебор определённого количества данных.

Например, учителю приходится распределять различные виды работ между группами учащихся, офицеру выбирать из солдат наряд, агроному размещать культуры на полях и т.д. В данном случае речь идёт о всевозможных комбинациях объектов. Задачи такого типа называются комбинаторными задачами.

Область математики, в которой изучают комбинаторные задачи,

называется комбинаторикой.

Некоторые комбинаторные задачи решали в Индии во II веке до н. э., в Древнем Китае, позднее в Римской империи. Как самостоятельный раздел математики комбинаторика оформилась в Европе в XVIII веке. 

Решение комбинаторных задач - это перебор вариантов, подсчет числа вариантов с помощью правила умножения. Если комбинаторная задача имеет несколько решений, то возникает вопрос о подсчете таких решений, возникает проблема оптимального варианта решения задачи. 

Задача.   Путешественник хочет выехать из города А, посетить города В,С и D, после чего вернуться в город А. Какими путями можно это сделать?

       A
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                          C
На рисунке схема путей, связывающих города. Варианты путешествия отличаются порядком посещения                     городов  В, С, D.

	Путь
	Длина пути

в км

	ABCDA
	1550км

	ABDCA
	1300км

	ACBDA
	1450км

	ACDBA
	1300км

	ADBCA
	1450км

	ADCBA
	1550км


Есть ли оптимальные варианты решения данной задачи? Есть. Это кратчайшие пути ABDCA и ACDBA.

Бурное развитие экономических приложений математики привело к возникновению и изучению обширного класса комбинаторных задач - задач на оптимизацию. 

Мы на уроках комбинаторики при решении комбинаторных задач будем подсчитывать число решений.

Этот раздел комбинаторики называется теорией перечислений. 

Упражнения.

1. Составьте всевозможные буквенные слова, используя буквы:

а)
ы; т; в;

б)
н; о; а.

2. Из города А в город В ведут 5 дорог, а из города В в город С - три дороги. Сколько  путей, проходящих через В, ведут из города А в город С?
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Прибыв в город В по каждой из пяти дорог, можно в город С поехать по каждой из трех дорог. Получается 15 путей.

3. Сколькими способами можно выбрать гласную и согласную буквы из слова «полка»?
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гласные


согласные

Получается шестью способами.

У комбинаторики много общего со школьной математикой. Ее особенностью является несколько «игровой» стиль преподавания. 

4. Светланы 3 юбки и 5 кофт, удачно сочетающихся по цвету. Сколько различных комбинаций одежды имеется у Светланы?
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Получается 15 различных комбинаций одежды.

5. Ранним утром на рыбалку улыбающийся Игорь мчался босиком.

Сколько осмысленных предложений можно составить, вычеркивая некоторые слова этого предложения? (Во все предложения обязательно должны входить подлежащее «Игорь» и сказуемое «мчался»).

(Ответ: 24 предложения)

6. Начальник пригласил несколько человек на совещание. Каждый участник совещания, входя в кабинет, пожимал руки всем присутствующим. Сколько человек участвовало в совещании, если было всего 78 рукопожатий?

Решение.

1) К начальнику зашел первый участник совещания, они пожали руки друг другу – одно рукопожатие.

2) Зашел второй, пожал руку каждому из двух – два рукопожатия.

и так далее:

зашел тринадцатый, пожал руки двенадцати присутствующим – 12 рукопожатий.

Получаем сумму: 1+2+3+4+5+6+6+7+8+9+10+11+12=78

(Ответ: 13 человек)

7. На дискотеку собрался почти весь класс – 22 человека. Лена танцевала с семью мальчиками, Нина – с восьмью, Вера – с девятью и т.д. до Ирины, которая танцевала со всеми мальчиками из этого класса. Сколько мальчиков было в этом классе?

Решение.

1. Лена танцевала с семью мальчиками;

2. Нина – с восьмью;

3. Вера – с девятью;

4. Света – с десятью;

5. Оля – с одиннадцатью;

6. Аня – с  двенадцатью;

7. Марина – с тринадцатью;

8. Ирина – с четырнадцатью.

Восемь девочек и четырнадцать мальчиков – это 22 человека, которые пришли на дискотеку.

(Ответ: 14 мальчиков)

Домашнее задание.

1. Сколько различных трехзначных чисел можно записать с помощью цифр 1,2,3 при условии, что 

а) цифры в числе должны быть различны? (Ответ: 6)

б) цифры в числе могут повторяться? (Ответ: 27)

2. Встретились несколько друзей. Каждый из них обменялся рукопожатием с каждым, кроме Федота, который, будучи не в духе, некоторым пожал руку, а некоторым – нет. Всего было сделано 197 рукопожатий. Сколько рукопожатий сделал Федот?

УРОК №2

Тема урока: «Факториал».

Тип урока:

1) закрепление знаний прошлого урока;

2) изучение нового материала.

Цели урока: 

1) проверить понимание материала, изученного на прошлом уроке;

2) обеспечить осмысленное восприятие нового материала.

Ход урока

I. Проверка домашнего задания.

II. Устные упражнения.

1.  В киоске продают 5 видов конвертов и 4 вида марок. Сколькими способами можно купить конверт и марку?

2.  Изменяя порядок слов, составьте предложение: «Я мою руки».

3.  Разложите на простые множители число 30. Сколькими способами можно записать в виде простых множителей число 30?

III. Изучение нового материала.

Термин «факториал» происходит от латинского слова factor – производящий.

Произведение первых n натуральных чисел, т.е. 

1• 2 • 3 •…• n называют «n-факториал» и обозначают n!

1•2•3•…•n=n! («эн факториал»)

Например, 4! = 1•2•3•4=24

Функция n! возрастает очень быстро:

3! =1•2•3=6; 6!= 1•2•3•4•5•6=720.

Факториалы в комбинаторике возникают очень часто. Поэтому принято считать, что если ответ выражен через факториал, то задача решена.

Главное свойство факториала следует из определения: (n+1)!=(n+1)•n!

Подставим в эту формулу n=0.

Получим: 1!=1•0!, откуда 0!=1
Обозначением 0!=1 удобно пользоваться во многих формулах.

IV. Закрепление изученного материала.

1. Вычислить:
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2. Решить уравнения:

а) 
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3. Решить систему уравнений:
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4. Упростить:

а) 
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Домашние задание.

	1. Вычислить:
	2. Решить уравнения:

	а) 6!;

б) 
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Урок №3

Тема урока: «Перестановки».

Тип урока: «Изучение нового материала»

Цели урока: «Закрепить навыки вычисления значений выражений с факториалами, обеспечить осмысленное восприятие нового материала»

Ход урока.

I. Проверка домашнего задания

II. Устные упражнения.

1. Вычислить:

а)  
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2. Упростить:

а) 
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III. Объяснение нового материала и его закрепление.

Permutation в переводе с французского означает перестановка. Рассмотрим это понятие на примере.

1. Пусть элементами будут бабочка, черепаха и рак. Составим всевозможные соединения, которые отличаются порядком расположения элементов.
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2. Задача.

Антон, Борис и Виктор купили 3 билета на футбол на 1-е, 2-е, 3-е места первого ряда стадиона. Сколькими способами мальчики могут занять эти места?

Решение.

	 
	1-е место
	2-е место
	3-е место

	А(Антон)                                         
	А
	Б
	В

	
	А
	В
	Б

	Б(Борис)
	Б
	А
	В

	
	Б
	В
	А

	В(Виктор)
	В
	А
	Б 

	
	В
	Б
	А



В этих задачах мы составили всевозможные соединения  из трех элементов, которые отличаются друг от друга порядком расположения элементов.

На рисунке мы видим 6 способов расположения бабочки, черепахи и рака;

в задаче получается, что мальчики могут занять места шестью способами.




Такие соединения называются  перестановками.

Определение. 
Комбинации из n-элементов, отличающиеся друг от друга только порядком расположения в них элементов, называются перестановками из n элементов.


Перестановки из n элементов обозначают  Pn и вычисляют по формуле Pn=n!(пэ из эн). Например, Р3=6, 3!=1•2•3=6

IV. Упражнения

1) Вычислить: а) 
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2) Решить уравнения:

а) 2Рх =12, б) 
[image: image43.wmf]8
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3) Сколько различных правильных ( с точки зрения русского языка ) фраз можно составить , изменяя порядок слов в предложении : «Я пошел гулять».

4) Сколькими способами могут разместиться 4 пассажира в 4-х –местной каюте?

5) В пассажирском поезде 10 вагонов. Сколькими способами можно переставлять вагоны , составляя этот поезд?
6) Сколькими способами можно разместить 6 человек на одной скамейке?
7) Сколько различных пятизначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4 при условии, что в каждом из этих чисел все цифры различны?
Решение.

Р5 =5! =120 .

Так как число не может начинаться нулем, то надо вычесть количество чисел, первая цифра которых 0, Таких чисел будет Р4=4!=24.

Р5-Р4=120-24=96.

Ответ: 96 чисел.

V. Домашнее задание.

1 )Для дежурства  в классе выделены 6 человек. Сколькими способами можно составить график ?

2) Найти сумму цифр во всех пятизначных числах, написанных с помощью цифр 1, 4, 6, 7, 8.

3) Сколько различных экзаменационных комиссий можно образовать из 5 преподавателей?

Урок  №4

Тема урока: «Размещения:» 
[image: image44.wmf]
Тип урока: «Закрепление знаний прошлого урока, изучение нового материала»

Цели урока: «Проверить результаты учебной работы  предыдущих уроков; обеспечить осмысленное восприятие, запоминание нового материала»


Ход урока.

1. Проверить домашнее задание (№1, №2, №3). При проверке поставить вопросы: 

а) что такое n! 

б) что называется перестановками из n элементов?

2. Решить уравнения 

а) 3Рх =18 ;   б) 
[image: image45.wmf]2
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 Рx =12.

3. Сколько различных правильных (с точки зрения русского языка ) фраз можно составить , изменяя порядок слов в предложении:: « Во дворе гуляет кошка»?


Объяснение нового материала и его закрепление.

Термин «размещение» происходит от французского слова Arrangement.

1. Рассмотрим рисунок.

[image: image46.wmf] 


Колибри, тукан  и рак – элементы, из которых будем составлять соединения по два элемента.

2. Задача. Антон, Борис и Виктор приобрели два билета на футбольный матч на 1-е и 2-е места  первого ряда стадиона. Сколько существует способов занять эти два места  на стадионе?

Решение.

А(Антон)          1. А Б,    2.А В,     3.Б В .

Б (Борис) 

В(Виктор)


(Если мальчики будут пересаживаться  со своего места на место друга, то таких  соединений будет 6).


Ответ: 6 способов.

На рисунке и в задаче пары отличаются либо составом элементов, либо их расположением в паре. Такие пары называются размещениями  из трёх элементов по два. Определение.
Комбинации из n элементов по k, отличающиеся  друг от друга или составом элементов, или порядком их расположения, называются  размещениями из n элементов по k.
 
Если будем иметь n  элементов, а соединения будем брать по  k элементов, то  
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Упражнения.

1. Группа учащихся из 30 человек обменялись своими фотографиями. Сколько всего карточек потребовалось для этого?

Решение.
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2. Сколькими способами можно составить расписание на день из пяти различных уроков, если изучается 14 предметов?
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3. Сколько различных дробей можно составить из чисел 3,5,7.11.13.17 так, чтобы в каждую дробь входили два различных числа?

4. Сколько различных пятизначных чисел, в каждом из которых все цифры различны, можно составить из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6,7 ,8,9 ?

5. Сколько надо взять элементов, чтобы число размещений из них по четыре было в 12 раз больше, чем число размещений из них по два ?

Решение.

Пусть надо взять n элементов, тогда  Аn4 =12(Аn2, 
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 EMBED Equation.3  [image: image64.wmf]
(n-3)(n-2)=12;

n2-5n-6=0   (учащиеся 7-го  класса представят 5n в виде суммы двух слагаемых);

n2+n-6n-6=0,   

n (n+1)-6 (n+1)=0,   (n+1)(n-6) =0,   n = -1, n=6.

По смыслу задачи n=6.

Проверка.
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Ответ: 6. Домашнее  задание.

1.Сколько словарей надо создать, чтобы можно было непосредственно выполнять перевод с любого из пяти языков на любой другой из этих языков?






Ответ: 20 т словарей.

2.Из скольких элементов можно составить 56 размещений  по два элемента в каждом?






Ответ: 8

3. Из элементов a,b,c,d составить размещение по 1  элементу, по 2, по3,по 4 элемента.       

Урок №5.

                        
Тема урока: «Сочетания».

Тип урока: «Закрепление знаний прошлого урока, изучение нового материала».

Цели урока: «Проверить усвоение материала прошлого урока; обеспечить осмысленное восприятие , запоминание нового материала».

Ход урока.

I. Проверить домашнее задание.

№1. А52=5
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=56,

n2-n-56=0,

n2+7n-8n-56=0,

n(n+7)-8(n+7)=0,

(n+7)(n-8)=0,

n=-7,  n=8.

По смыслу задачи  n=8.


Проверка.

А82=
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Ответ:8.

№3. А41=4,  А42=12,  А43=24,  А44=24.

Вопросы:

1. Какие соединения называются размещениями из n элементов по k?

2. По какой формуле находят число размещений из n элементов по k?

II. Изучение нового материала.

Сочетания – комбинации, где элементы располагаются определённым образом. 
Сочетания ввёл Паскаль в начале 18-го века.

Рассмотрим рисунок.

 [image: image78.wmf] 


Имеем 4  элемента: половина киви, кисть винограда, лимон, помидор.

Слева создаются соединения по два элемента. Эти пары отличаются друг от друга составом элементов, а порядок расположения элементов в паре не учитывается.

Такие соединения называются сочетаниями из 4-х элементов по два. 

Записывается это так: С42  (число сочетаний из 4-х элементов по два).


Справа создаются соединения по 3 элемента. Эти тройки отличаются друг от друга так же составом элементов, а порядок расположения элементов в тройке не учитывается.

Эти соединения записывают так: С43 (число сочетаний из 4-х элементов по три) 

Определение.

Комбинации из n элементов по k , отличающиеся друг от друга лишь составом элементов, называются сочетаниями из n элементов по k. (k(n).
Записывают и читают это так: 
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Количество сочетаний можно посчитать по формуле
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Упражнения.

1. Сколько экзаменационных комиссий , состоящих из 7 человек, можно создать из 14 преподавателей?

С147=
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2. При встрече 12 человек обменялись рукопожатиями. Сколько сделано рукопожатий?

Решение.

С122=
[image: image88.wmf].
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3.Сколько диагоналей в выпуклом десятиугольнике?


Решение.

Количество всех прямых, проходящих через 10 точек, определяется по формуле С102=
[image: image89.wmf].
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10 прямых, на которых лежат стороны десятиугольника, не являются диагоналями.

Поэтому 45-10=35.





Ответ: 35 диагоналей.

4. В футбольной команде (11 человек) нужно выбрать капитана и его заместителя. Сколькими способами это можно сделать?

Решение.

Каждый из 11 человек команды может стать капитаном. С111=11.

Каждый из оставшихся 10 членов команды может стать заместителем капитана. С101=10. Поэтому всего способов будет 10
[image: image90.wmf].
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Ответ: 110 способов.

5. Сколько существует способов выбора трёх ребят из 4-х желающих дежурить в столовой?



Решение.

А, Б. В, Д –количество элементов, возможны следующие способы: АБВ, АБГ, АВГ,БВГ.

Количество способов выбора ребят можно определить по формуле  С43=
[image: image91.wmf].
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Ответ: 4 способа.

Домашнее задание.

1. На плоскости даны 5 точек, никакие 3 из них не лежат на одной прямой. Сколько прямых можно провести через эти точки?

2. Сколькими способами можно выбрать гласную и согласную буквы из слова «конверт»?

3. Найти: 

	а) А86 _Р4,   


	б)  А57 -Р5
	в)  
[image: image92.wmf].
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Урок №6.

Тема урока: «Самостоятельное выполнение контрольного задания»

.Тип урока: «Проверка и оценка знаний»

Цель урока: «Осуществить проверку и оценку знаний»

Контрольная работа состоит из двух вариантов.

Контрольная работа

Вариант 1
1. Найти: 
[image: image93.wmf]4
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2. Задача.
У лесника 3 собаки Астра (А) , Вега (В) и Гриф(Г). На охоту лесник решил пойти с двумя собаками . Перечислить все варианты выбора лесником пары собак.
Сделать рисунок. Посчитать по формуле.
3.Задача. 

Сколькими способами 4 различных монеты можно разместить по двум карманам?
4. Задача. 

В классе 35 учеников. 20 из них занимаются в математическом кружке, 11-в биологическом, а 10 ничем не занимаются. Сколько ребят занимаются и математикой, и биологией?
Вариант 2.
1. Найти :А57+Р5.
2. Задача. 

Из трёх стаканов сока ананасового (а), брусничного (б) и виноградного(в)-Иван решил выпить последовательно два. Перечислить все способы , которыми это можно сделать.
Сделать рисунок. Посчитать по формуле.
3.Задача. 

Сколько существует способов выбора трёх ребят из 4-х желающих
дежурить в столовой?
4. Задача. 

Из 100 человек 85 знают английский. 80- испанский, 75- немецкий. Сколько человек заведомо знают все три языка?
Комбинаторика-1

1. В магазине «Все для чая» есть 5 разных чашек и 3 разных блюдца. Сколькими способами можно купить чашку с блюдцем? 

Выберем чашку. В комплект к ней можно выбрать любое из трех блюдец. Поэтому есть 3 разных комплекта, содержащих выбранную чашку. Поскольку чашек всего 5, то число различных комплектов равно 15 (15 = 5 • 3). 

2. В магазине «Все для чая» есть еще 4 чайные ложки. Сколькими способами можно купить комплект из чашки, блюдца и ложки? 

Выберем любой из 15 комплектов предыдущей задачи. Его можно дополнить ложкой четырьмя различными способами. Поэтому общее число возможных комплектов равно 60 (60 = 15 • 4 = 5 • 3 • 4). 

3. В Стране Чудес есть три города: А, Б и В. Из города А в город Б ведет 6 дорог, а из города Б в город В – 4 дороги. Сколькими способами можно проехать от А до В? 

Ответ: 24 = 6 • 4. 

4. В Стране Чудес есть четыре города: А, Б и В и Г. Из города А в город Б ведет 6 дорог, а из города Б в город В – 4 дороги, Из города А в город Г – две дороги, и из города Г в город В – тоже две дороги. Сколькими способами можно проехать от А до В? 

Выделим два случая: путь проходит через город Б или через город Г. В каждом из этих случаев легко сосчитать количество возможных маршрутов: в первом – 24, во втором – 6. Складывая, получаем общее количество маршрутов: 30. 

5. В магазине «Все для чая» по-прежнему продается 5 чашек, 3 блюдца и 4 чайные ложки. Сколькими способами можно купить два предмета с разными названиями?

Возможны три разных случая: первый – покупаются чашка с блюдцем, второй – чашка с ложкой, третий – блюдце и ложка. В каждом из этих случаев легко сосчитать количество возможных вариантов (в первом – 15, во втором – 20, в третьем – 12). Складывая, получаем общее число возможных вариантов: 47. 

6. Назовем натуральное число «симпатичным» , если в его записи встречаются только нечетные цифры. Сколько существует 4-значных «симпатичных» чисел? 

Понятно, что однозначных «симпатичных» чисел ровно 5. К каждому однозначному «симпатичному» числу вторая нечетная цифра может быть дописана пятью различными способами. Таким образом, двузначных «симпатичных» чисел всего 5 • 5 = 25. Аналогично, трехзначных «симпатичных» чисел 5 • 5 • 5 = 125, и четырехзначных – 5 • 5 • 5 • 5 = 54 = 625. 

7. Монету бросают трижды. Сколько разных последовательностей орлов и решек можно при этом получить? 

Ответ: 2³. 

8. Каждую клетку квадратной таблицы 2 × 2 можно покрасить в черный или белый цвет. Сколько существует различных раскрасок этой таблицы? 

Ответ: 24. 

9. Сколькими способами можно заполнить одну карточку в лотерее «Спортпрогноз»? (В этой лотерее нужно предсказать итог тринадцати спортивных матчей. Итог каждого матча – победа одной из команд либо ничья; счет роли не играет). 

Ответ: 3¹3. 

10. Алфавит племени Мумбо-Юмбо состоит из трех букв А, Б и В. Словом является любая последовательность, состоящая не более, чем из 4 букв. Сколько слов в языке племени Мумбо-Юмбо? Указание. Сосчитайте отдельно количества одно-, двух-, трех- и четырехбуквенных слов. 

Ответ: 3 + 3² + 3³ + 34 = 120. 

11. В футбольной команде (11 человек) нужно выбрать капитана и его заместителя. Сколькими способами это можно сделать? 

Капитаном может стать любой из 11 футболистов. После выбора капитана на роль его заместителя могут претендовать 10 оставшихся человек. Таким образом, всего есть 11 • 10 = 110 разных вариантов выборов. 

12. Сколькими способами можно сделать трехцветный флаг с горизонтальными полосами одинаковой ширины, если имеется материя шести различных цветов? 

Цвет для верхней полоски флага можно выбрать шестью разными способами. После этого для средней полоски флага остается пять возможных цветов, а затем для нижней полоски флага – четыре различных цвета. Таким образом, флаг можно сделать 6 • 5 • 4 = 120 способами. 

13. Сколькими способами можно поставить на шахматную доску белую и черную ладьи так, чтобы они не били друг друга? 

Белую ладью можно поставить на любую из 64 клеток. Независимо от своего расположения она бьет 15 полей (включая поле, на котором она стоит). Поэтому остается 49 полей, на которые можно поставить черную ладью. Таким образом, всего есть 64 • 49 = 3136 разных способов. 

14. Сколькими способами можно поставить на шахматную доску белого и черного королей так, чтобы получилась допустимая правилами игры позиция? 

Белого короля можно поставить на любое из 64 полей. Однако количество полей, которые он при этом будет бить, зависит от его расположения. Поэтому необходимо разобрать три случая: 

а) если белый король стоит в углу (углов всего 4), то он бьет 4 поля (включая то, на котором стоит), и остается 60 полей, на которые можно поставить черного короля; 

б) если белый король стоит на краю доски, но не в углу (таких полей – 24), то он бьет 6 полей, и для черного короля остается 58 возможных полей; 

в) если же белый король стоит не на краю доски (таких полей – 36), то он бьет 9 полей, и для черного короля остается 55 возможных полей. 

Таким образом, всего есть 4 • 60 + 24 • 58 + 36 • 55 = 3612 способов расстановки королей. 

15. Сколько существует трехзначных чисел, в записи которых цифры 1, 2, 3 встречаются ровно по одному разу? 

Будем рассуждать точно так же, как при решении задач предыдущего цикла. На первое место можно поставить любую из трех цифр, на второе – любую из двух оставшихся, а на третье – последнюю оставшуюся цифру. Таким образом, всего получается 3 • 2 • 1 = 3! чисел. 

16. Сколькими способами можно выложить в ряд красный, черный, синий и зеленый шарики? 

На первое место можно положить любой из четырех шариков, на второе – любой из трех оставшихся, на третье – любой из двух оставшихся, а на четвертое – последний оставшийся шарик. Итак, ответ: 4 • 3 • 2 • 1 = 4!. 

17. Слово – любая конечная последовательность букв русского алфавита. Выясните, сколько различных слов можно составить из слов 

а) «ВЕКТОР»; 

б) «ЛИНИЯ»; 

в) «ПАРАБОЛА»; 

г) «БИССЕКТРИСА»; 

д) «МАТЕМАТИКА»; 

а) Так как все буквы слова различны, то всего можно получить 6! слов. 

б) В этом слове две буквы И, а все остальные буквы разные. Временно будем считать разными и буквы И, обозначив их через И1 и И2. При этом предположении получится 5! = 120 разных слов. Однако те слова, которые получаются друг из друга только перестановкой букв И1 и И2, на самом деле одинаковы. Таким образом, полученные 120 слов разбиваются на пары одинаковых. Поэтому разных слов всего 120:2 = 60. 

в) Считая три буквы А этого слова различными (А1, А2, А3), получим 8! разных слов. Однако слова, отличающиеся лишь перестановкой букв А, на самом деле одинаковы. Поскольку буквы А1, А2, А3 можно переставлять 3! способами, все 8! слов разбиваются на группы по 3! одинаковых. Поэтому разных слов всего 8!/3!. 

г) В этом слове три буквы С и две буквы И. Считая все буквы различными, получаем 11! слов. Отождествляя слова, отличающиеся лишь перестановкой букв И, но не С, получаем 11!/2! различных слов. Отождествляя теперь слова, отличающиеся перестановкой букв С, получаем окончательный результат 11!/(2! • 3!). 

д) Ответ: 10!/(3! • 2! • 2!). 

18. В стране 20 городов, каждые два из которых соединены авиалинией. Сколько авиалиний в этой стране? 

Каждая авиалиния соединяет два города. В качестве первого города можно взять любой из 20 городов (город А), а в качестве второго – любой из 19 оставшихся (город В). Перемножив эти числа, получаем 20 • 19 = 380. Однако при этом подсчете каждая авиалиния учтена дважды (первый раз, когда в качестве первого города был выбран город А, а второго – город В, а второй раз – наоборот). Таким образом, число авиалиний равно 380:2 = 190. 

19. Сколько диагоналей в выпуклом n-угольнике? 



Ответ: n(n – 3)/2. 

20. Бусы – это кольцо, на которое нанизаны бусины. Бусы можно поворачивать, но не переворачивать. Сколько различных бус можно сделать из 13 разноцветных бусин? 

Ответ: 13!/13 = 12!. 

21. Предположим теперь, что бусы можно и переворачивать. Сколько тогда различных бус можно сделать из 13 разноцветных бусин? 



Ответ: 12!/2. 

22. Сколько существует 6-значных чисел, в записи которых есть хотя бы одна четная цифра? 

Вместо того, чтобы подсчитывать количество требуемых 6-значных чисел, определим количество 6-значных чисел, не обладающих нужным свойством. Так как это в точности те числа, в записи которых встречаются только нечетные цифры, то их количество, очевидно, равно 56 = 15625. Всего 6-значных чисел 900000. Поэтому количество 6-значных чисел, обладающих указанным свойством, равно 900000 – 15625 = 884375. 

23. В алфавите племени Бум-Бум шесть букв. Словом является любая последовательность из шести букв, в которой есть хотя бы две одинаковые буквы. Сколько слов в языке племени Бум-Бум? 

Ответ: 66 – 6!. 

24. В киоске «Союзпечать» продаются 5 видов конвертов и 4 вида марок. Сколькими способами можно купить конверт с маркой? 

Ответ: 5 • 4 = 20 

25. Сколькими способами можно выбрать гласную и согласную буквы из слова «КРУЖОК»? 



Ответ: 2 • 3 = 6 

26. На доске написаны 7 существительных, 5 глаголов и 2 прилагательных. Для предложения нужно выбрать по одному слову каждой из этих частей речи. Сколькими способами это можно сделать? 

Ответ: 7 • 5 • 2 = 70 

27. У двух начинающих коллекционеров по 20 марок и по 10 значков. Честным обменом называется обмен одной марки на одну марку или одного значка на один значок. Сколькими способами коллекционеры могут осуществить честный обмен? 

Ответ: 20 • 20 + 10 • 10 = 500 

28. Сколько существует 6-значных чисел, все цифры которых имеют одинаковую четность? 

Ответ: 56 + 4 • 55 

29. Надо послать 6 срочных писем. Сколькими способами это можно сделать, если для передачи писем можно использовать трех курьеров и каждое письмо можно дать любому из курьеров? 


Ответ: 36 

30. Сколькими способами из полной колоды (52 карты) можно выбрать 4 карты разных мастей и достоинств? 




Ответ: 13 • 12 • 11 • 10 

31. На полке стоят 5 книг. Сколькими способами можно выложить в стопку несколько из них (стопка может состоять и из одной книги)? 

Ответ: 5 + 5 • 4 + 5 • 4 • 3 + 5 • 4 • 3 • 2 + 5 • 4 • 3 • 2 • 1 = 325 

32. Сколькими способами можно поставить 8 ладей на шахматную доску так, чтобы они не били друг друга? 

Ответ: 8! 

33. На танцплощадке собрались N юношей и N девушек. Сколькими способами они могут разбиться на пары для участия в очередном танце? 

Ответ: n! 

34. Чемпионат России по шахматам проводится в один круг. Сколько играется партий, если участвуют 18 шахматистов? 

Ответ: 18 • 17/2 = 153 

35. Сколькими способами можно поставить на шахматную доску так, чтобы они не били друг друга а) две ладьи; б) двух королей; в) двух слонов; г) двух коней; д) двух ферзей? 

Ответ: a) 64 • 49/2 = 1568 


б) (4 • 60 + 24 • 58 + 36 • 55)/2 = 1806 


в) (28 • 56 + 20 • 54 + 12 • 52 + 4 • 50)/2 = 1736


г) (4 • 61 + 8 • 60 + 20 • 59 + 16 • 57 + 16 • 55)/2 = 1848 


д) (28 • 42 + 20 • 40 + 12 • 38 + 4 • 36)/2 = 1288 

36. У мамы два яблока, три груши и четыре апельсина. Каждый день в течение девяти дней подряд она дает сыну один из оставшихся фруктов. Сколькими способами это может быть сделано? 

Ответ: 9!/2!3!4! 

37. Сколькими способами можно поселить 7 студентов в три комнаты: одноместную, двухместную и четырехместную? 

Ответ: 7!/1!2!4! 

38. Сколькими способами можно расставить на первой горизонтали шахматной доски комплект белых фигур (король, ферзь, две ладьи, два слона и два коня)? 




Ответ: 8!/2!2!2! 

39. Сколько слов можно составить из пяти букв А и не более чем из трех букв Б? 

Ответ: 1 + 6!/5!1! + 7!/5!2! + 8!/5!3! = 84 

40. Сколько существует 10-значных чисел, в которых имеется хотя бы две одинаковые цифры? 




9 • 109 – 9 • 9! 

41. Каких 7-значных чисел больше: тех, в записи которых есть 1, или остальных? 




8 • 96 < 9 • 106 – 8 • 96, и потому чисел с единицей больше. 

42. Кубик бросают трижды. Среди всех возможных последовательностей результатов есть такие, в которых хотя бы один раз встречается шестерка. Сколько их? 




Ответ: 6³ – 5³ 

43. Сколькими способами можно разбить 14 человек на пары? 

Ответ: 13 • 11 • 9 • 7 • 5 • 3 • 1 

44. Сколько существует 9-значных чисел, сумма цифр которых четна? 

Ответ: 9 • 107 • 5 

Задача 1.

На олимпиаду пришли 10  учащихся из одного класса. Сколькими способами их можно рассадить по четырем аудиториям, в которых они будут писать работу. 

Решение:

Для каждого из 10 учащихся есть 4 возможности(попасть в любую аудиторию). Следовательно, всего 
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 различных способов.

Ответ: 
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Задача 2.

Сколько существует разных пятизначных чисел, все цифры которых четны?

Решение:


[image: image96.wmf]455552500
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Ответ: 2500.

Задача 3.

Из цифр 1,2,3,4,5,6,7 составляют всевозможные семизначные числа, в записи которых каждая цифра участвует только один раз. Доказать, что сумма всех этих чисел делится на 9.

Решение:

Всего чисел 7! В каждом разряде каждая цифра встречается 6! раз, поэтому сумма цифр в любом разряде равна 
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 и делится на 9. Значит, сумма всех чисел тоже делится на 9.

Задача 4.

Сколькими способами можно раскрасить круг, разбитый на 
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равных секторов с помощью 
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красок, если 
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– простое число и каждый сектор раскрашиваем одной краской? Две раскраски, совпадающие при повороте круга, считаем одинаковыми

Решение:

Каждый сектор можно раскрасить в любой из 
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цветов, поэтому для круга с 
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секторами получим 
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раскрасок, среди которых 
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не одноцветных. Каждая из этих раскрасок поворотами переходит 
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одинаковую с ней, значит, существенно различных не одноцветных раскрасок будет 
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Задача 5.

Завод выпускает погремушки в виде кольца с надетыми на него 3 красными и 7 синими шариками. Сколько различных погремушек может быть выпущено? (Две погремушки считаются одинаковыми, если одна из них может быть получена из другой только передвижением шариков по кольцу и переворачиванием.) 

Решение:

Красные шарики в кольце делят синие на три группы, дающие в сумме 7 шариков. Поэтому искомое количество будет равно числу способов представить число 7 в виде суммы трех неотрицательных целых слагаемых с точностью до их перестановки. 

Ответ:8 

Задача 6.

В правильном 10-угольнике проведены все диагонали. Сколько попарно неподобных треугольников может при этом образоваться? 

Решение:

Зафиксируем одну из сторон. Все диагонали и стороны 10-угольника образуют с ней углы, кратные 18°. Поэтому углы всех образованных треугольников кратны 18°. Поэтому искомое количество равно количеству способов представить число 10 в виде суммы трех натуральных чисел с точностью до порядка слагаемых. 

Ответ: 8 треугольников. 
Задача 7.

В тёмной комнате на полке в беспорядке лежат 4 пары носков двух разных размеров и двух разных цветов. Какое наименьшее число носков необходимо, не выходя из комнаты, переложить с полки в чемодан, чтобы в нем оказались две пары различного размера и цвета? 

Решение:

Докажем это. Сначала заметим, что семи носков достаточно. Действительно, не взят только один носок, то есть взяты все пары носков, кроме одной. Следовательно, в чемодане оказались две пары различного цвета и размера, а именно пара, отличающаяся от невзятой только цветом, и пара, отличающаяся от невзятой только размером.
Теперь заметим, что если оставить на полке по одному носку из двух пар одного цвета, то в чемодане не окажется двух пар разного цвета. Следовательно, шести носков может не хватить. 

Ответ: 7.

Задача 8.

На прямоугольном листе клетчатой бумаги размером m×n клеток расположено несколько квадратов, стороны которых идут по вертикальным и горизонтальным линиям бумаги. Известно, что никакие два квадрата не совпадают и никакой квадрат не содержит внутри себя другой квадрат. Каково наибольшее число таких квадратов? 

Решение:

Отметим для каждого квадрата левый верхний угол. По условию для разных квадратов отмеченные точки разные. Поэтому число квадратов не превосходит mn. Ясно также, что mn клеток обладают требуемым свойством, поэтому число квадратов может быть равно mn. 

Ответ: mn

Задача 9.

На всех клетках шахматной доски 8×8 расставлены натуральные числа. Разрешается выделить любой квадрат размером 3×3 или 4×4 и увеличить все числа в нём на 1. Мы хотим в результате нескольких таких операций добиться, чтобы числа во всех клетках делились на 10. Всегда ли это удастся сделать? 

Решение:

Будем записывать в таблицу только последние цифры. Заметим, что порядок проведения операций неважен, а важен только набор операций. Более того, так как выполнение операции десять раз в одном квадрате не меняет последних цифр чисел в таблице, важны только последние цифры количеств действий, проведённых в каждом из квадратов. Всего на доске (8 - 3 + 1)2 = 36 квадратов 3×3 и  (8 - 4 + 1)2 = 25 квадратов 4×4. Следовательно, из каждой таблицы может получиться не более чем  1025 + 36 = 1061 различных таблиц, а значит, таблицу из одних нулей можно получить не более чем из 1061 таблиц, что меньше общего количества таблиц 1064. 

Ответ: Не всегда.

Задача 10.

Даны 1985 множеств, каждое из которых состоит из 45 элементов, причём объединение любых двух множеств содержит ровно 89 элементов. Сколько элементов содержит объединение всех этих 1985 множеств? 

Решение:

По условию любые два множества пересекаются по одному элементу. Докажем, что все множества пересекаются по одному элементу. Предположим противное. Возьмём множество N 1. В нем найдётся элемент A, который принадлежит по крайней мере еще 45-ти множествам — N 2, 3, 4, ..., 46, так как в противном случае общее число множеств не превосходило бы 44 · 45 + 1 = 1981, что не так. По нашему предположению, имеется множество, не содержащее элемента A. Оно пересекается по одному элементу с множествами N1, 2, ..., 46 и поэтому содержит 46, а не 45 элементов. Противоречие. 

Ответ: 44 · 1985 + 1

Задача 11.

Несколько фишек двух цветов расположены в ряд (встречаются оба цвета). Известно, что фишки, между которыми 10 или 15 фишек, одинаковы. Какое наибольшее число фишек может быть? 

Решение:

Занумеруем фишки слева направо. Легко убедиться, что если фишки 5, 10, 16 и 21 одного цвета, а остальные — другого, то условие выполнено.
Пусть в ряд выставлено более 25 фишек. Докажем, что тогда любые 26 подряд стоящих фишек одного цвета. Занумеруем эти 26 фишек слева направо. Между 16-й и 5-й фишками расположены 10 фишек, стало быть, они одного цвета. Между 5-й и 21-й — 15 фишек, значит, и 21-я фишка того же цвета. Двигаясь от фишки к фишке в порядке: 16, 5, 21, 10, 26, 15, 4, 20, 9, 25, 14, 3, 19, 8, 24, 13, 2, 18, 7, 23, 12, 1, 17, 6, 22, 11, убеждаемся, что все 26 фишек должны быть одного цвета. 

Ответ: 25. 

Задача 12.

Даны 6 цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Найти сумму всех четырёхзначных чётных чисел, которые можно написать этими цифрами (одна и та же цифра в числе может повторяться). 

Решение:

Будем отдельно подсчитывать сумму тысяч, сотен, десятков и единиц для рассматриваемых чисел. На первом месте может стоять любая из пяти цифр 1, 2, 3, 4, 5. Количество всех чисел с фиксированной первой цифрой равно 6 . 6 . 3 = 108, поскольку на втором и третьем месте может стоять любая из шести цифр, а на четвёртом месте может стоять любая из трёх цифр 0, 2, 4 (мы рассматриваем только чётные числа). Поэтому сумма тысяч равна (1 + 2 + 3 + 4 + 5) . 108 . 1000 = 1 620 000. Количество чисел с фиксированной второй цифрой равно 5 . 6 . 3 = 90 (на первом месте стоит любая из пяти цифр). Поэтому сумма сотен равна (1 + 2 + 3 + 4 + 5) . 90 . 100 = 135 000. Аналогично сумма десятков равна (1 + 2 + 3 + 4 + 5) . 90 . 10 = 13 500, а сумма единиц равна (2 + 4) . 5 . 6 . 6 = 1 080. 

Ответ: 1 769 580.

Задача 13.

Выбраны 6 различных цветов; требуется раскрасить 6 граней куба, каждую в особый цвет из числа избранных. Сколькими геометрически различными способами можно это сделать? Геометрически различными называются две такие расцветки, которые нельзя совместить одну с другой при помощи вращений куба вокруг его центра. Решить ту же задачу для случая раскраски граней правильного двенадцатигранника в двенадцать различных цветов.

Решение:

Куб можно повернуть так, чтобы грань, окрашенная первым цветом, заняла заданное положение. Для окраски противоположной ей грани есть 5 различных вариантов; разные раскраски противоположной грани дают геометрически различные раскраски куба. Среди оставшихся четырёх граней можно выбрать грань, окрашенную данным цветом и перевести её в данное положение (не меняя при этом положение первых двух граней). Разные раскраски трёх оставшихся граней дают геометрически различные раскраски куба. Одну из этих граней можно окрасить тремя способами, одну из оставшихся — двумя. Всего получаем 5 . 3 . 2 = 30 геометрически различных раскрасок. Решим теперь задачу для 12-гранника (додекаэдра). Количество всех возможных раскрасок додекаэдра равно 12! = 1 . 2 . ... . 12. Чтобы найти число геометрически различных раскрасок, нужно поделить 12! на число самосовмещений додекаэдра. Любую из 12 граней можно перевести в любую другую. Кроме того, есть 5 поворотов (включая тождественный), сохраняющих данную грань. Всего получается 60 самосовмещений. Поэтому количество геометрически различных раскрасок додекаэдра равно 12!/60 = 7 983 360.

Ответ: 7 983 360.

Задача 14.

На окружности расположены 20 точек. Эти 20 точек попарно соединяются 10 (непересекающимися — прим. ред.) хордами. Сколькими способами это можно сделать? 

Ответ:16796. 

Задача 15.

Для зашифровки телеграфных сообщений требуется разбить всевозможные десятизначные ``слова"" — наборы из десяти точек и тире — на две группы так, чтобы любые два слова одной группы отличались не менее чем в трёх разрядах. Указать способ такого разбиения или доказать, что его не существует. 

Ответ: Такого способа не существует. 

Задача 16.

Двадцать городов соединены 172-мя авиалиниями. Доказать, что, используя эти авиалинии, можно из любого города перелететь в любой другой (быть может, делая пересадки). 
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