
Графы

1. Понятие графа

1. Между 9 планетами Солнечной системы введено космическое сообщение. Ракеты летают по следующим маршрутам: Земля–Меркурий, Плутон–Венера, Земля–Плутон, Плутон–Меркурий, Меркурий–Венера, Уран–Нептун, Нептун–Сатурн, Сатурн–Юпи-тер, Юпитер–Марс и Марс–Уран. Можно ли добраться с Земли до Марса?

Нарисуем схему: планетами будут соответствовать точки, а соединяющим их маршрутам – непересекающиеся между собой линии. Теперь видно, что долететь от Земли до Марса нельзя.
2. Можно ли, сделав несколько ходов конями из исходного положения (см. рис.), расположить их так, как показано на рис. 2.

3. Доска имеет форму креста, который получается, если из квадратной доски 4 × 4 выкинуть угловые клетки. Можно ли обойти ее ходом шахматного коня и вернуться на исходное поле, побывав на всех полях ровно по разу?

Да, такой обход возможен.

3. В стране Цифра есть 9 городов с названиями 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Путешественник обнаружил, что два города соединены авиалинией в том и только в том случае, если двузначное число, составленное из цифр-названий этих городов, делится на 3. Можно ли добраться из города 1 в город 9?

Нет, нельзя. Рассмотрите остатки получающихся двузначных чисел при делении на 9. 

Степени вершин и подсчёт числа рёбер


5. В городе Маленьком 15 телефонов. Можно ли их соединить проводами так, чтобы каждый телефон был соединен ровно с пятью другими?

Предположим, что это возможно. Рассмотрим тогда граф, вершины которого соответствуют телефонам, а ребра – соединяющим их проводам. В этом графе 15 вершин, степень каждой из которых равна пяти. Подсчитаем количество ребер в этом графе. Для этого сначала просуммируем степени всех его вершин. Ясно, что при таком подсчете каждое ребро учтено дважды (оно ведь соединяет две вершины!). Поэтому число ребер графа должно быть равно 15 • 5/2. Но это число нецелое! Следовательно, такого графа не существует, а значит, и соединить телефоны требуемым образом невозможно.

При решении этой задачи мы выяснили, как подсчитать число ребер графа, зная степени всех его вершин. Для этого нужно просуммировать степени вершин и полученный результат разделить на два.

6. В государстве 100 городов, и из каждого из них выходит 4 дороги. Сколько всего дорог в государстве?

Общее число дорог равно 100 • 4/2 = 200.

7. В классе 30 человек. Может ли быть так, что 9 из них имеют по 3 друга (в этом классе), 11 – по 4 друга, а 10 – по 5 друзей?

Если бы это было возможно, то можно было бы нарисовать граф с 30 вершинами, 9 из которых имели бы степень 3, 11 – степень 4, 10 – степень 5. Однако у такого графа 19 нечетных вершин, что противоречит теореме.

8. В городе Маленьком 15 телефонов. Можно ли их соединить проводами так, чтобы было 4 телефона, каждый из которых соединен с тремя другими, 8 телефонов, каждый из которых соединен с шестью, и 3 телефона, каждый из которых соединен с пятью другими?

Нельзя. Примените теорему о числе нечетных вершин.

9. У короля 19 баронов-вассалов. Может ли оказаться так, что у каждого вассального баронства 1, 5 или 9 соседних баронств?

Нет, не может. В противном случае получился бы граф соседства баронств с нечетным количеством нечетных вершин.

10. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходит 3 дороги, быть ровно 100 дорог?

Если в государстве k городов, то дорог – 3k/2. Это число не может быть равно 100.

11. Джон, приехав из Диснейленда, рассказывал, что там на заколдованном озере имеются 7 островов, с каждого из которых ведет 1, 3 или 5 мостов. Верно ли, что хотя бы один из этих мостов обязательно выходит на берег озера?

Да, верно, иначе нарушается теорема о числе нечетных вершин.

12. Докажите, что число людей, когда-либо живших на Земле и сделавших нечетное число рукопожатий, четно.

Это в точности теорема о нечетных вершинах.

13. Можно ли нарисовать на плоскости 9 отрезков так, чтобы каждый пересекался ровно с тремя другими?

Нет, нельзя. Примените теорему к графу, вершины которого – данные отрезки, а ребро соединяет две вершины тогда, когда два соответствующих отрезка пересекаются.

2. Связность 
14. В стране Семерка 15 городов, каждый из которых соединен дорогами не менее, чем с 7 другими. Докажите, что из любого города можно добраться до любого другого (возможно, проезжая через другие города).

Рассмотрим два произвольных города и предположим, что они не соединены путем, то есть такой последовательностью дорог, в которой начало очередной дороги совпадает с концом предыдущей. Каждый из этих двух городов по условию соединен не менее, чем с 7 другими; при этом все упомянутые города различны – ведь если какие-то два из них совпадают, то есть путь, соединяющий исходные города.

Таким образом, мы указали не менее 16 городов. Противоречие.

15. Докажите, что граф с n вершинами, степень каждой из которых не менее (n – 1)/2, – связен.

Рассмотрим две произвольных вершины и предположим, что они не соединены путем, то есть такой последовательностью ребер, в которой начало очередного ребра совпадает с концом предыдущего. Каждая из этих двух вершин по условию соединена не менее, чем с (n – 1)/2 другими; при этом все упомянутые вершины различны – ведь если какие-то две из них совпадают, то есть путь, соединяющий исходные вершины.

Таким образом, мы указали не менее  вершин. Противоречие.

16. В Тридевятом царстве лишь один вид транспорта – ковер-самолет. Из столицы выходит 21 ковролиния, из города Дальний – одна, а из всех остальных городов – по 20. Докажите, что из столицы можно долететь в Дальний (возможно, с пересадками).

Рассмотрим компоненту связности графа ковролиний, содержащую столицу. Нам нужно доказать, что она содержит также и город Дальний. Предположим противное. Тогда в этой компоненте связности из одной вершины (столицы) выходит 21 ребро, а из всех остальных вершин – по 20 ребер. Таким образом в этом графе (компоненте связности) ровно одна нечетная вершина. Противоречие!

17. В стране из каждого города выходит 100 дорог и от любого города можно добраться до любого другого. Одну дорогу закрыли на ремонт. Докажите, что и теперь от любого города можно добраться до любого другого.

Если закрыта дорога AB, то нам достаточно доказать, что и после этого можно добраться из A в B. Если это не так, то в компоненте связности, содержащей A, все вершины, кроме A, – четные. Но наличие ровно одной нечетной вершины противоречит теореме о числе нечетных вершин.

2. Степень фершин
Граф задан, если задано множество его вершин, и для любой пары различных вершин известно, связаны они ребром или нет.

Степенью вершины называется количество выходящих из неё ребер.

1. Существуют ли графы степени вершин в которых равны

а) 9,8,8,7,6,6,3,2,1   б) 8,8,7,7,6,5,4,2,1    в) 8,7,6,5,4,4,3,2,1    г) 8,7,5,4,4,3,2,2,2

а). Нет, всего 9 вершин, а у одной степень 9.

б). Нет, т.к. вершин всего 9, две вершины имеют степень 8, т.е. они соединены со всеми остальными, а значит у вершины 9 степень как минимум 2.


в). Да, смотри пример на рисунке 1.


г). Нет, 3 нечетные вершины.
2. Докажите, что количество ребер графа есть полусумма степеней всех его вершин.

3. В трех вершинах правильного пятиугольника расположили по фишке. Разрешается двигать их по диагонали на свободное место. Можно ли такими действиями добиться, чтобы одна из фишек вернулась на первоначальное место, а две другие поменялись местами?
Нет, т.к. граф имеет вид как на рис. 2. Все фишки могут двигаться по кругу, а перепрыгнуть друг через друга не могут.

4. Докажите, что число людей, когда‑либо живших на земле и сделавших нечетное число рукопожатий – четно!
Это напрямую теорема о четном количестве нечетных вершин графа.
Задачи для самостоятельного решения

1. Можно ли нарисовать на плоскости 9 отрезков так, чтобы каждый пересекался ровно с тремя другими?
2. В графе каждая вершина покрашена в синий или зеленый цвет. При этом каждая синяя вершина связана с пятью синими и десятью зелеными, а каждая зеленая с девятью синими и шестью зелеными. Каких вершин больше – синих или зеленых?
3. Среди депутатов Думы у каждого ровно три врага. Докажите, что их можно разбить на две палаты так, чтобы у каждого депутата было не более одного врага в его палате.
4. Докажите, что среди шести человек найдутся либо трое попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых.
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