1. Остатки и сравнения

Опр. 1. Разделить целое число N на натуральное число m с остатком означает представить N в виде N=km+r, где k, r–целые и 0≤ r <m. Число k называется неполным частным, а r – остатком от деления
1. Докажите, что квадрат любого натурального числа либо делится на 9, либо дает при делении на 3 остаток 1.
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2. Докажите, что если сумма квадратов двух целых чисел делится на три, то она делится и на 9.

Т.к. 
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3. Найдите остаток при делении числа 2001 × 2002 + 20035 на 7.

Основные свойства остатков.

 Пусть число а1 дает при делении на m остаток r1, число а2 – остаток r2. Тогда:

а) число а1 + а2 при делении на m дает тот же остаток, что и число r1 + r2;

б) число а1 – а2 при делении на m дает тот же остаток, что и число r1 – r2;

в) число а1а2 при делении на m дает тот же остаток, что и число r1r2;

г) число а1n при делении на m дает тот же остаток, что и число r1n.

4. Найти остаток при делении 9100 на 8.

Ответ:  1  

5. Найти остаток при делении 1989 • 1990 • 1991 + 1992³ на 7. 

6. а) Найдите последнюю цифру числа 19891989. 

      б) Найдите последнюю цифру числа 250. 

в) Найдите последнюю цифру числа 7200 + 92002.

г) На какую цифру оканчивается число 777777
7. Докажите, что при любом натуральном n выражение n3 + 5n делится на 6.

8. Найдите остаток от деления 2¹ºº на 3. 

9. Найдите остаток от деления 31989 на 7. 

10. Докажите, что 22225555 + 5555²²²² делится на 7. 

2. Сравнения по модулю.

Опр 2.  Целые числа a и b называются сравнимыми по модулю m, если они имеют одинаковые остатки при делении на m.

a ≡ b (mod m), если a=k1m+r и b=k2m+r, где 0≤r<m
11. Выберите из набора {7,-4,-2,0,13,3,-22} все пары чисел, сравнимых по модулю a)3 b)11

12. Докажите, что
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.    Это – еще одно определение сравнения.
Отношение сравнения обладает следующими свойствами:

· Рефлексивность: 
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· Симметричность: 
[image: image14.wmf])

(mod

)

(mod

m

a

b

m

b

a

º

Û

º


· Транзитивность: 
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Основные свойства сравнений:

a)
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b) 
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13. а)
Найти остаток при делении 6100 на 7.

Т.к. 
[image: image22.wmf])
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, т.е. остаток равен 1.

б)
Найдите всевозможные остатки при делении на 9 куба натурального числа.
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3. 
[image: image28.wmf]2

3

+

=

k

a

, тогда 
[image: image29.wmf])

9

(mod

8

8

18

2

54

3

27

3

=

+

+

+

=

k

k

k

a


14. Докажите, что куб любого целого числа a сравним с самим числом a по модулю 6.

1. Если 
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2. Если 
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3. Если 
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4. Если 
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5. Если 
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6. Если 
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15. Найти все k, для которых 2k–1 делится на 7.
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16. Найдите остаток от деления a) 72004 на 3 b)142005 на 5 c)2349 на 7

17. Докажите, что a) 
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  для любого целого n b) не существует натурального n такого, что 
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18. Докажите, что квадрат любого натурального числа либо делится на 9, либо дает при делении на 3 остаток 1.

3. Китайская теорема об остатках.
1. Докажите, что среди 
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 членов арифметической  прогрессии 
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Китайская теорема об остатках. Если 
[image: image63.wmf]n

m

m

,...,

1

 - попарно взаимно простые числа, 
[image: image64.wmf]n

r

r

,...,

1

 - такие числа, что 
[image: image65.wmf]i

i

m

r

<

£

0

, то существует такое целое число 
[image: image66.wmf]N

, что 
[image: image67.wmf])

(mod

i

i

m

r

N

º

 при всех 
[image: image68.wmf]n

i

,...,

2

,

1

=

.

Следствие. Для любых взаимно простых чисел 
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2. Найдите какие-либо три последовательных числа, каждое из которых делится на квадрат некоторого числа, большего 1.

Ответ: 48, 49, 50 (на 
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3. Докажите, что для любого 
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4. Найдите наименьшее четное число 
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Ответ: 788. 

Из того, что 
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 делятся на 3 с остатком -1 и на 5 с остатком -2. Далее, т.к. 
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 делятся на 3 с остатком -1, на 5 с остатком -2, на 7 с остатком -3 и т.д.
4. Теоремы Ферма и Эйлера.

Определение. Функция Эйлера 
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