ИНВАРИАНТЫ. 

ЧЕТНОСТЬ, НЕЧЕТНОСТЬ. 

ЗАДАЧИ НА РАСКРАСКИ, УКЛАДКИ, ЗАМОЩЕНИЯ
Олимпиадные задачи в математике — термин для обозначения круга задач, для решения которых обязательно требуется неожиданный и оригинальный подход.

Внешняя простота олимпиадных задач — их условия и решения должны быть понятны любому школьнику — обманчива. Лучшие олимпиадные задачи затрагивают глубокие проблемы из самых разных областей математики. 

Задачи бывают разной сложности. Для решения некоторых из них достаточно смекалки, логики и пространственного воображения. Другие задачи требуют некоторого опыта, интуиции и наблюдательности. Чтобы решить наиболее трудные задачи потребуется умение организовать работу над задачей и владение определенной техникой, так как нестандартные задачи это задачи, алгоритм решения которых неизвестен: нет ни способа их решения, ни того, на какой учебный материал оно опирается. Универсального метода, позволяющего решить нестандартную задачу, нет, так как они в какой-то степени неповторимы.
Одним из приемов решения нестандартных задач является применение инварианта – некоторой величины, которая не изменяется при допустимых условием задачи операциях. Задачи на инвариант можно условно разбить на два вида: те, в которых требуется доказать, что заданная величина есть инвариант при заданных преобразованиях, и те, в которых инвариант используется при решении и сразу не очевиден. Второй вид, конечно, сложнее, так как найти, что же в задаче будет инвариантом, – большая удача, на которую можно рассчитывать лишь при наличии определённого опыта в решении подобных задач. 

Главная идея применения инварианта заключается в следующем. Берутся некие объекты, над которыми разрешено выполнять определенные операции, и задается вопрос: “Можно ли из одного объекта получить другой при помощи этих операций?”. Чтобы ответить на него, строят некото​рую величину, которая не меняется при указанных операциях. Если значе​ния этой величины для двух указан​ных объектов не равны, то ответ на за​данный вопрос отрицателен.

Главное в решении задач на инвариант – придумать сам инвариант. Это настоящее искусство, которым можно овладеть лишь при наличии известного опыта в решении подобных задач. Здесь важно не ограничивать фантазию. При этом следует помнить, что: 

а) придумываемые величины должны быть инвариантны; 

б) эти инварианты должны давать разные значения для двух данных в условии задачи объектов; 

в) необходимо сразу определить класс объектов, для которых будет определяться наша величина.

Если найден инвариант, который даёт различные значения для различных начальных и конечных состояний, такой инвариант тоже полезен — можно отсечь часть потенциальных решений, которые невозможны, и/или часть начальных состояний, из которых решение заведомо недостижимо.

Инвариант – это величина, которая остаётся неизменной при тех или иных преобразованиях. В некоторых задачах инвариант — это величина, которая изменяется монотонно, то есть только увеличивается или только уменьшается. 

Одним из стандартных инвариантов является раскраска. Бывают задачи, где раскраска уже дана, где раскраску с данными свойствами нужно придумать и где раскраска используется как идея решения. 

Среди первых можно выделить: 

- задачи на шахматной доске, 

- задачи на раскраску плоскости, 

- задачи, в которых нужно провести оценку свойств раскраски, 

- задачи на перекрашивание. 

Как идея решения раскраска применяется в задачах на: 

- замощение и вырезание, 

- перемещение, 

- операции с числами 

- доказательство ограниченности количества клеток плоскости. 

Проведенную систематизацию представим на следующей схеме:

               Раскраска 
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  1. дана 
2. надо придумать
3. идея решения

1. шахматная доска                                     1. замощение, вырезание

2. раскраска плоскости
  а) одинаковыми элементами

3. операции с числами



   б) разными элементами  

4. перекрашивание



2. перемещение 

3. оценка свойств раскраски

4. доказательство


Приведем по каждому из выделенных типов систему задач, позволяющую освоить общие способы их решения.
Задачи на шахматной доске

При решении задач на шахматной доске основной акцент делается на то, является ли цвет клетки, на которой стоит фигура, инвариантом, т. е. меняется ли он после каждого ее хода. Определив это, решить задачу не составляет труда.

Задача. Замок имеет вид прямоугольника размером 7*9 клеток. Каждая клетка, кроме центральной, – комната замка, а в центральной клетке находится бассейн. В каждой стене (стороне клетки), разделяющей две соседние комнаты, проделана дверь. Можно ли, не выходя из замка и не заходя в бассейн, обойти все комнаты, побывав в каждой ровно по одному разу? 

Решение:

Окрасим клетки квадрата 7*9 в шахматном порядке, так что угловые клетки черные. При этом черных клеток будет на одну больше, чем белых (черных – 32, белых – 31). Легко проверить, что центральная клетка будет белой. Припишем комнатам замка черный и белый цвета в соответствии с этой шахматной раскраской. Тогда черных комнат будет на две больше, чем белых (черных – 32, белых ​ 30). При обходе комнат замка черные и белые комнаты чередуются, поскольку из черной комнаты можно войти только в белую, а из белой – только в черную. Поэтому если бы можно было обойти все комнаты по одному разу, то разность между количеством черных и белых комнат была бы не больше 1 (если мы начинаем и заканчиваем обход в клетках разного цвета, то количество черных и белых комнат должно быть одинаковым, если начинаем и заканчиваем обход в клетках одного цвета, то количество комнат этого цвета должно быть на 1 больше количества комнат противоположного цвета). Это противоречит тому, что черных комнат – 32, а белых – 30. 

Ответ: нельзя.

Задачи на раскраску плоскости

Для решения задач с раскраской плоскости обычно рассматривают правильный k-угольник и оценивают возможные варианты цвета его вершин.

Задача 1. Плоскость раскрашена в три цвета. Обязательно ли найдутся две точки одного цвета, расстояние между которыми равно 1? 

Решение: 

Предположим, что любые две точки, лежащие на расстоянии 1, окрашены в разные цвета. Рассмотрим правильный треугольник АВС со стороной 1; все его вершины разного цвета. Пусть точка А1 симметрична А относительно прямой ВС. Так как А1В=А1С=1, то цвет точки А1 отличен от цветов точек В и С, т. е. она окрашена в тот же цвет, что и точка А.

Эти рассуждения показывают, что если АА1 =
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, то точки А и А1 одного цвета. Поэтому все точки окружности радиуса 
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 с центром А одного цвета. Ясно, что на этой окружности найдутся две точки, расстояния между которыми равно 1. Получено противоречие. 

Задача 2.  Дана бесконечная клетчатая бумага со стороной клетки, равной единице. Расстоянием между двумя клетками называется длина кратчайшего пути ладьи от одной клетки до другой (считается путь центра ладьи). В какое наименьшее число красок нужно раскрасить доску (каждая клетка закрашивается одной краской), чтобы две клетки, находящиеся на расстоянии 6, были всегда окрашены разными красками? Указать раскраску и доказать, что меньшим числом красок обойтись нельзя. 

Решение:
Пример раскраски клетчатой плоскости в 4 цвета, при которой любые две клетки на расстоянии 6 окрашены в разные цвета, представлен на рисунке 
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Чтобы доказать, что меньшим числом цветов обойтись нельзя, достаточно рассмотреть 4 клетки, показанные на рисунке. Любые две из них расположены на расстоянии 6 друг от друга, и следовательно, все они должны быть окрашены в разные цвета.

Ответ: в 4 цвета.

Задача 3.  На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 19, 20. Разрешается стереть любые два числа a и b и вместо них написать число a + b – 1. Какое число может остаться на доске после 19 таких операций?

Решение:

Для любого набора из n чисел на доске рассмотрим следующую величину X: сумму всех чисел, уменьшенную на n. Допустим, что с набором произведено описанное в условии преобразование. Как же изменится эта величина? Если сумма всех чисел набора, кроме a и b, равна S, то до преобразования величина X равнялась S + a + b – n, а после преобразования X = S + (a + b – 1) – (n – 1) = S + a + b – n. Итак, значение величины X не изменилось, она – инвариант. Исходно (для набора из условия задачи) X = (1 + 2 +…+ 19 + 20) – 20 = 190. Значит, и после 19 операций, когда на доске останется одно число p, X также будет равно 190. Но по своему определению, в этот момент X будет равно p – 1. Значит, p = 191. Следовательно, число, оставшееся на доске обязательно будет равно 191.

Ответ:191

Задача 4. На доске выписаны числа 1, 1/2, ... , 1/n. Разрешается стереть любые два числа a и b и заменить их на число ab+a+b. Какое число останется после n-1 таких операций? 

Подсказка:

При этой операции сохраняется произведение чисел, увеличенных на 1. 

Решение:

Пусть в некоторый момент на доске написаны числа a, b, ... , z. Рассмотрим величину P=(a+1)(b+1)...(z+1) - произведение чисел, увеличенных на 1. Пусть пару чисел a, b заменили на ab+a+b. Тогда произведение чисел, увеличенных на 1, стало равным (ab+a+b+1)...(z+1)=(a+1)(b+1)...(z+1). Таким образом, при указанных преобразованиях величина P не меняется (т.е. P является инвариантом) для данной операции. Отсюда следует, что число, которое остается в конце, не зависит от порядка выполнения операций и равно (1+1)(1/2+1)...(1/n+1)-1 = (2/1)(3/2)...((n+1)/n)-1 = (n+1)-1 = n. 

Ответ: n.  


Задачи на перекрашивание

При решении задач на перекрашивание нужно подбирать и рассматривать различные способы и варианты перекрашиваний, выбирая из них самый короткий. Если требуется доказать, что данное число перекрашиваний наименьшее, то рассматривается число ходов, которые необходимы для перекрашивания каких-то определенных клеток в связи с их местоположением относительно других клеток.

Задача. Квадрат состоит из nxn клеток. Две противоположные угловые клетки – черные, а остальные – белые. Какое наименьшее количество белых клеток достаточно перекрасить в черный цвет, чтобы после этого с помощью преобразований, состоящих в перекрашивании всех клеток какого-либо столбца или какой-либо строки в противоположный цвет, можно было сделать черными все клетки этого квадрата? 

Решение:

Пусть из некоторой раскраски P можно указанными преобразованиями сделать полностью черный квадрат. Тогда те же преобразования в обратном порядке переведут полностью черный квадрат в раскраску P. При каждом из этих преобразований одинаково раскрашенные строки или противоположно раскрашенные строки (т.е. строки, соответствующие клетки которых раскрашены в разные цвета) переходят также в одинаково или противоположно раскрашенные. Следовательно, все строки раскраски P были одинаково или противоположно раскрашены. Наоборот, из каждой раскраски с этим свойством можно указанными преобразованиями сделать сначала все строки одинаковыми, а затем – и полностью черными. Каждая такая раскраска удовлетворяет одному из следующих условий: 

1. В каждой строке все клетки одного цвета. Тогда из условия задачи следует, что в первой и последней строках все клетки черные, т.е. всего черных клеток не менее 2n . 

2. В каждой строке есть не менее двух черных клеток, т.е. всего черных клеток не менее 2n . 

3. Существует строка, в которой ровно одна черная клетка. Тогда либо первая, либо последняя строка с ней не совпадает и, следовательно, противоположна ей, т.е. содержит n-1 черную клетку. В этом случае общее число черных клеток не меньше (n-1)·1+1·(n-1)=2n-2 . 

Таким образом, в любом случае в раскраске P должно быть не менее 2n-2 черных клеток. Значит, число клеток, которые нужно предварительно перекрасить, должно быть не меньше 2n-4. На рис. изображен квадрат nxn , все строки которого раскрашены одинаково или противоположно, а число предварительно перекрашенных в черный цвет клеток равно 2n-4 . 
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Ответ: 2n-4.

Задачи, в которых раскраску нужно придумать


Система задач по данной теме, окажется неполной, если не включить в нее задачи олимпиадного характера, в самом условии которых требуется придумать раскраску с определенными свойствами. Приведем примеры таких задач.

Задача 1. Все стороны и диагонали правильного 12-угольника раскрашиваются в 12 цветов (каждый отрезок – одним цветом). Существует ли такая раскраска, что для любых трех цветов найдутся три вершины, попарно соединенные между собой отрезками этих цветов? 

Решение:

Допустим, такая раскраска возможна. Рассмотрим отрезки какого-либо одного цвета, например, красного. Общее число треугольников, одна из сторон которого красная, не меньше числа пар из 11 остальных цветов, т.е. 
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. Так как каждый красный отрезок служит стороной для десяти треугольников, то число красных отрезков не меньше шести. Но тогда и число отрезков любого другого цвета не меньше шести, а общее число отрезков должно быть, следовательно, не меньше 12·6=72 . Однако число всех сторон и диагоналей в 12-угольнике равно
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. Полученное противоречие показывает, что требуемая раскраска невозможна. 

Ответ: не существует.

Задача 2. Можно ли покрасить 4 вершины куба в красный цвет и 4 другие - в синий так, чтобы плоскость, проходящая через любые три точки одного цвета, содержала точку другого цвета?   

Решение:

Искомая раскраска вершин куба показана на рисунке:
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 Ответ: можно.

Задача 3. В какое наибольшее число цветов можно раскрасить все клетки доски размера 10×10 так, чтобы в каждой строке и в каждом столбце находились клетки не более чем пяти различных цветов? 

Решение:

Пример раскраски в 41 цвет показан на рисунке (неотмеченные клетки окрашены в 41-й цвет). 
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Докажем, что 41 – максимальное число цветов.

Если в каждой строке встречается не более 4 цветов, то всего цветов не более 40. Пусть в строке A встретилось 5 цветов. Если в любой оставшейся строке имеется не более 4 цветов, не встречающихся в A , то всего цветов не более, чем 5+4·9=41 . Иначе найдется строка B , в которой встречается 5 цветов, отличных от цветов строки A .

Назовем 10 цветов строк A и B старыми, а все остальные цвета – новыми.

Теперь в каждом столбце встречается хотя бы 2 старых цвета (в строках A и B), поэтому новых там не более 3. Следовательно, всего в таблице 10 старых и не более 30 новых цветов, итого не более 40.

Ответ: да, можно.

Задачи, в которых раскраска является идеей решения

Задачи, в которых раскраска используется как идея решения, систематизировать труднее всего. Здесь нет единого подхода и алгоритма, так как каждая задача по-своему индивидуальна, и обобщить метод их решения практически невозможно. На первый взгляд, кажется, что эти задачи даже не имеют ничего общего с раскраской. Выделим некоторые общие типы.
Задачи на разрезание и замощение
Что есть “замощение фигурами домино”? Это процесс выкладывания “доминошек” по одной “до победного”, либо не до победного конца. Следуя определению инварианта, назовем выкладывание одной фигуры домино (одну итерацию процесса выкладывания) преобразованием. 

Рассмотрим следующий пример: Есть доска m*n.. В ней вырезали две клетки. Можно ли оставшуюся часть доски замостить “доминошками”.

Часто фразу “можно ли” следует читать как «докажите, что это невозможно». В любом случае, в “можно ли”- задачах имеет смысл попытаться доказать невозможность существования решения – это может помочь найти его, если решение всё-таки существует. 

В задачах, где необходимо доказать невозможность достичь чего-либо в результате некоторого процесса (в данном случае – последовательного выкладывания фигур домино), инварианты являются мощным инструментов в руках умелого математика. 

Наиболее часто к задаче “о доминошках” приводится такое решение. Шахматная доска состоит из темных и светлых полей. Одна положенная на доску фигура домино покрывает одно тёмное и одно светлое поле. Следовательно, необходимым (но далеко не достаточным) условием возможности замощения некоторой клетчатой фигуры при помощи фигур домино является равное количество темных и светлых полей на исходной доске. Шахматная доска с вырезанными противоположными угловыми полями не удовлетворяет этому условию, так как оба вырезанных поля — одного цвета. Мы пришли к противоречию, таким образом, задача решена. 

Безусловно, предыдущий абзац является исчерпывающим решением задачи. И в нём ни разу не встречается слово “инвариант”. Тем не менее, инвариант в этом решении присутствует. Переформулируем решение, чтобы его разглядеть. 

Задача. Есть доска m*n.. В ней вырезали две клетки. Можно ли оставшуюся часть доски замостить «доминошками».
Решение:

Раскрасим доску в шахматном порядке. Если хотя бы оба числа m и n нечетные, то общее число клеток в таблице первоначально было нечетным. После того, как вырезали две клетки, это число останется нечетным. «Доминошка» при любом расположении занимает две клетки разного цвета. Если бы замощение таблицы было возможно, то число клеток разного цвета  было бы одинаковым. Так как общее число оставшихся клеток нечетно, то такую таблицу нельзя замостить «доминошками».

         Пусть хотя бы из чисел m и n – чётное. При шахматной раскраске (чередование белой и черной клетки) доски заметим, что количество черных и белых клеток одинаково. Если вырезаны клетки одного цвета, то замощение доски будет невозможным.

         Если вырезаны клетки разного цвета, то черных и белых клеток останется поровну. Из этого следует, что все оставшиеся клетки (исключая вырезанные) можно разбить на пары: в каждой паре одна черная и одна белая. Вырезание клеток разного цвета, можно произвести в любой части доски, при этом будет возможно замощение доски “доминошками”. Несколько способов замощения:

     а).  Рассмотрим случай, когда оба числа m и n являются четными. 

           Разобьем доску на квадраты 2*2. Замостим путь от одной клетки к другой по данной траектории (буква “Г”). Количество клеток этого пути – число четное, мак как при шахматной раскраске черная и белая клетки чередуются. Мостим сначала прямоугольник, границы которого проходят по границам квадратиков 2*2, так, чтобы в прямоугольник входили квадраты с вырезанными клетками. Далее мостим оставшуюся часть доски. Это возможно, так как осталось и белых,  и черных клеток поровну.
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


                                                                                                                                                                                                                          -                             – вырезанная черная клетка

                                                                                                                -                           – вырезанная белая клетка

             
- Прямоугольник, границы которого совпадают с границами  квадратиков 2*2 и который мы мостим в первую очередь.

   ВЫВОДЫ из задачи:

1. Если число строк и столбцов в таблице нечетно, то замощение невозможно.

2. Если число строк или столбцов (или и столбцов, и строк) в таблице четно, но вырезаны клетки одного цвета, то замощение невозможно.

3. Если число строк и столбцов (или и столбцов, и строк)  в таблице четно и вырезаны клетки разного цвета, то замощение возможно.                 

При решении задач на замощения и вырезания существует несколько путей:

а) если нужно замостить плоскость прямоугольниками 1*n, то плоскость красят диагонально в n цветов и подсчитывают количество клеток каждого цвета. Если полученные числа не равны, то замостить плоскость нельзя.

б) если фигуры замощения не прямоугольники, тогда обычно плоскость красят в два цвета, определяют четность количества клеток каждого цвета, а также четность количества клеток каждого цвета, которые закрывают данные фигурки.

Задачи на перемещение элементов
При решении задач на перемещение элементов в одних случаях рассматривается цвет клетки, на которую станет фигура после каждого хода, в других – четность числа клеток каждого цвета после очередного хода.

Задача 1. На каждой клетке доски размером 9*9 клеток сидит жук. По свистку каждый из жуков переползает в одну из соседних (по диагонали) клеток. При этом в каких-то клетках может оказаться по нескольку жуков, а какие-то клетки окажутся незанятыми. Найдите наименьшее возможное число незанятых клеток после того, как жуки переползут в соседние клетки. 

Решение: 

Покажем, что число незанятых клеток не меньше 9. Покрасим вертикали доски в чёрный и белый цвет так, чтобы соседние вертикали имели разный цвет. Пусть первая слева вертикаль окрашена в белый цвет. Тогда всего имеется 45 белых и 36 чёрных клеток. Жук, сидящий на черной клетке, переползает на белую, а сидящий на белой клетке – на черную. Поэтому когда 36 жуков, сидящих на чёрных клетках, переползут на белые клетки, число которых равно 45, то не менее 9 клеток останутся незанятыми. 

Задача 2. На бесконечной клетчатой доске уголком поставлены 3 круглые фишки, центры которых совпадают с центрами клеток. За один ход разрешается перепрыгнуть любой из этих фишек симметрично через любую из 2 остальных. Можно ли при помощи некоторого числа таких ходов сместить все фишки:

а) на одну клетку вверх? 

б) на две клетки вверх? 

Решение: 

а) Окрасим все клетки доски в чёрный и белый цвет в шахматном порядке. Ясно, что после каждого хода фишка не меняет цвет клетки, на которой стоит. В исходном положении фишки занимают две клетки одного цвета (например, чёрного) и одну клетку другого (белого). Но среди клеток, расположенных непосредственно выше исходных, наоборот, две клетки белые и одна – чёрная. Следовательно, переместить все фишки на клетку вверх невозможно. 

б) С помощью указанных в задаче ходов можно сместить все фишки на 2 клетки вверх. Например, так, как показано на рисунке: 
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Задачи на доказательство

На клетчатой бумаге даны произвольные N клеток. Докажите, что из них можно выбрать не менее N/4 клеток, не имеющих общих точек. 

Решение: 

Раскрасим клетчатую бумагу в четыре цвета, как показано на рисунке:
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Среди данных N клеток найдётся не менее N/4 одноцветных клеток, а одноцветные клетки не имеют общих точек. 
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