ЗАДАНИЯ

для проведения второго этапа республиканской олимпиады

по учебному предмету «Математика»

IX класс
1. Укажите какое-нибудь трехзначное число, каждая цифра которого является его простым делителем, и других простых делителей нет.
2. Сколько существует натуральных чисел, удовлетворяющих следующим двум условиям:
- требуемое число имеет 24 делителя, не более трех из которых – простые;

- один из делителей требуемого числа равен 2020? 
3. Через точку А (2019; 0) проведена прямая, пересекающая график функции 
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 в точках с абсциссами х1 и х2. Найти значение выражения 
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4. В трапеции АВСD основание AD в 2 раза длиннее каждой из остальных сторон. Диагонали АС и BD пересекаются в точке О. Высота, проведенная из точки В, пересекает диагональ АС в точке К. Окружность, проходящая через точки К, О, В пересекает сторону АВ в точке F. Найти отношение AF:FB.
5. По поверхности квадрата бегают 145 муравьев. Доказать, что в любой момент времени найдутся 10 муравьев таких, что наибольшее из всевозможных расстояний между какими-либо двумя из них не превысит 
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 диагонали исходного квадрата. 
6. Положительные числа а, b, с таковы, что выполняются равенства: 
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Пользоваться калькулятором не разрешается
Математика

IX класс. Решения. 

Решения учащихся могут отличаться от авторских!

1. Решение:
Например, число 735 имеет простые делители 7, 3 и 5, и других простых делителей у него нет.

Ответ: 735.
2. Решение:
При решении задачи удобно использовать следующую известную теорему:

Пусть натуральное число n имеет следующее разложение на простые множители 
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, где р1, р2, …,рк – различные простые делители числа n. Тогда количество делителей числа n (обозначается d(n)) выражается формулой 
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. Например, 
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. Действительно, число 24 имеет 8 делителей: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24.
Пусть n – натуральное число, имеющее 24 делителя (из которых не более трех простых) и при этом кратное 2020. Заметим, что 
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. Тогда требуемое число n имеет ровно три простых делителя (2, 5 и 101) и разложение числа n на простые множители имеет вид: 
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Итак, имеем: 
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. Заметим что 
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. С учетом этих требований рассмотрим различные способы представления числа 24 в виде произведения трех множителей (считаем, что порядок множителей имеет значение). Эти способы сгруппируем по возрастанию значений множителя а+1: 3, 4, 6. 

1) 
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2) 
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3) 
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Всего получаем 2+2+1=5 способов. Соответственно получаем 5 чисел, удовлетворяющих условию задачи.
Ответ: 5 чисел.
3. Решение:
Запишем уравнение прямой в виде 
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. Подставим в это уравнение координаты точки А: 
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. Абсциссы точек пересечения данной прямой с графиком функции 
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 будут являться корнями уравнения: 
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Имеем: 
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Ответ: 
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Решение:
Пусть 
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Так как 
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Далее, (ОАD=(ОDА=60(–30(=30(. Тогда (из треугольника АОD) (АОD=120( и (АОВ=180(–120(=60(. В треугольнике ВНD: (HBD=90(–(ОDА=60(. В треугольнике КОВ имеются два угла по 60( ((КОВ и (КВО), следовательно, данный треугольник – равносторонний, т.е. ВО=КО.
Из равнобедренного треугольника ВОС с углом ВОС равным 120(, несложно получить, что 
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. Аналогично, из равнобедренного треугольника АОD с углом АОD равным 120(, несложно получить, что 
[image: image37.wmf]3

2

3

a

AD

AO

=

=

. Далее, КО=ВО=
[image: image38.wmf]3

a

. АК=АО–КО
[image: image39.wmf]3

3

3

2

a

a

a

=

-

=

.
По свойству секущих, имеем 
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, откуда легко получаем, что AF:FB=2:1.
Ответ: AF:FB=2:1.
5. Доказательство:
Разобьем каждую сторону квадрата на 4 равных отрезка. Через точки разбиения проведем прямые, параллельные сторонам исходного квадрата. В итоге исходный квадрат окажется разбитым на 16 квадратиков, со сторонами в 4 раза меньшими сторон исходного квадрата. Заметим, что хотя бы в одном из квадратиков окажется не менее 10 муравьев (границы квадратика считаем «территорией» данного квадратика). В противном случае, общее количество муравьев в исходном квадрате будет не более, чем 
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Наибольшее из расстояний между муравьями в таком квадратике не превысит диагонали этого квадратика, а это и есть 
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 диагонали исходного квадрата.
Что и требовалось доказать.
6. Решение:
1-й способ. Подставим выражение для с2 в первые два равенства. 
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(1) Разделим соответственно правые и левые части равенств (1):
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Тогда, 
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Ответ: 
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2-й способ.
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Дадим следующую геометрическую интерпретацию равенств из условия задачи. Величину с примем высотой прямоугольного треугольника, величины а и b – проекции катетов на гипотенузу. Тогда равенства из условия задачи могут иметь следующую геометрическую интерпретацию (см. рисунок). Тогда выражение 
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 выражает удвоенную площадь прямоугольного треугольника с катетами 
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Ответ: 
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