LVII Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 — 6 января 2007 года 
11 класс
Первый день
1. Найдите наименьшее натуральное 
[image: image869.png]


, такое, что уравнение
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имеет хотя бы одно решение в натуральных числах 
[image: image3.wmf]x

 и 
[image: image4.wmf]y

.
2. В четырехугольнике АВСВ на стороне ВС отмечены точки N и М так, что BN = NM = МС, а на стороне АВ отмечены точки К и L так, что АК = = КL = LD.
Докажите, что АВ + С D 
[image: image5.wmf]³

 КN + LМ.
3. Решите систему уравнений

[image: image6.wmf]2
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4. На математический конгресс прибыло 
[image: image7.wmf]n

 ученых. Оказалось, что среди любых к из них 
[image: image8.wmf](
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 найдется по крайней мере один, знакомый со всеми остальными 
[image: image9.wmf]1

k
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 из этих 
[image: image10.wmf]k

 ученых.
При каких 
[image: image11.wmf]n

 и 
[image: image12.wmf]k

 можно утверждать, что на конгрессе присутствует ученый, знакомый со всеми остальными участниками конгресса?
__________________________________________________________________
Пользоваться калькулятором не разрешается. 
Время работы:5 часов
LVII Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3—6 января 2007 года
10 класс
Первый день
1. Среди всех пар 
[image: image13.wmf](
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 натуральных чисел 
[image: image14.wmf]x

 и 
[image: image15.wmf]y

, удовлетворяющих равенству
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и неравенствам 
[image: image17.wmf]2007
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, 
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£

, найдите такую, для которой сумма 
[image: image19.wmf]xy
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 наибольшая.
2. В четырехугольнике АВСВ на стороне ВС отмечены точки N и М так, что ВN = NМ = МС, а на стороне АD отмечены точки К и L так, что АК = КL = LD.
Докажите, что АВ = СD, если КN = LМ.
3. Решите систему уравнений
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4. На математическую конференцию съехалось 100 школьников. Оказалось, что среди любых 
[image: image21.wmf]k

 из них 
[image: image22.wmf](
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 найдется по крайней мере один, знакомый со всеми остальными 
[image: image23.wmf]1

k
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 из этих 
[image: image24.wmf]k

 школьников.
При каких 
[image: image25.wmf]k

 можно утверждать, что на конференции присутствует школьник, знакомый со всеми остальными участниками конференции?
__________________________________________________________________
Пользоваться калькулятором не разрешается. 
Время работы: 5 часов
LVII Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 — 6 января 2007 года
9 класс (11-летняя программа обучения)
Первый день
1. Найдите наибольшее натуральное 
[image: image26.wmf]k

, при котором найдётся хотя бы одна пара 
[image: image27.wmf](
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 натуральных чисел 
[image: image28.wmf]x

 и 
[image: image29.wmf]y

, удовлетворяющих равенству
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2. Острый угол ВАD параллелограмма АВСD (АВ || СD, ВС || АD) равен 45°. На диагонали АС отмечена точка К так, что 
[image: image31.wmf]Ð

ВКВ = 90°.
Докажите, что площадь параллелограмма равна произведению АК 
[image: image32.wmf]×

 КС.
3. Решите систему уравнений
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4. На олимпиаду по математике съехалось 
[image: image34.wmf]n
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 школьников. Оказалось, что среди любых пяти из них найдется по крайней мере один, знакомый со всеми остальными из этой пятерки.
При каких 
[image: image36.wmf]n

 отсюда можно заключить, что на олимпиаде присутствует школьник, знакомый со всеми участниками олимпиады? 
__________________________________________________________________

Пользоваться калькулятором не разрешается. 
Время работы: 5 часов
LVII Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 — 6 января 2007 года
9 класс (12-летняя программа обучения)
Первый день
1. Докажите, что для каждого натурального 
[image: image37.wmf]3
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 найдётся бесконечно много таких натуральных 
[image: image38.wmf]n

, что уравнение
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имеет хотя бы одно решение в натуральных числах 
[image: image40.wmf]x

 и 
[image: image41.wmf]y

.
2. В прямоугольном треугольнике АВС (
[image: image42.wmf]Ð

С = 90°) на гипотенузе АВ отмечены точки К, L так, что АК = КL = LВ.
Найдите длину гипотенузы, если 
[image: image43.wmf]22
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3. Существует ли трехзначное число, равное произведению всех своих цифр? (Ответ обоснуйте.)
4. На первое заседание Верховного Совета нового созыва собралось 80 депутатов. Оказалось, что среди любых 
[image: image44.wmf]k

 из них найдется по крайней мере один, знакомый с остальными 
[image: image45.wmf]1

k

-

 из этих 
[image: image46.wmf]k

 депутатов.
Можно ли утверждать, что на заседании присутствует депутат, знакомый со всеми остальными участниками заседания, если а) 
[image: image47.wmf]k

 = 4; б) 
[image: image48.wmf]k

 = 5?
__________________________________________________________________
Пользоваться калькулятором не разрешается. 
Время работы: 4,5 часа
LVII Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап 3 — 6 января 2007 года
8 класс
Первый день
1. Найдите все целые 
[image: image49.wmf]n

, при которых существуют натуральные 
[image: image50.wmf]x

 и 
[image: image51.wmf]y

, удовлетворяющие равенству 
[image: image52.wmf]22
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2. На чемпионат мира прибыло 
[image: image53.wmf]n

 спортсменов. Оказалось, что среди любых 5 из них найдется по крайней мере один, знакомый с остальными четырьмя из этой пятерки.
Можно ли утверждать, что на чемпионате присутствует спортсмен, знако​мый со всеми участниками чемпионата, если а) 
[image: image54.wmf]n

 = 2006; б) 
[image: image55.wmf]n

 = 2007?
3. Можно ли разрезать квадрат на 6 меньших квадратов? На 10 меньших квадратов? На 13 меньших квадратов? (Квадраты не обязательно равны друг другу).
4. На плоскости в разных точках, никакие три из которых не лежат на одной прямой, записано 5 чисел (будем считать их точечными). Некоторые числа соединены отрезками. Оказалось, что длина каждого из построенных отрезков равна разности между большим и меньшим из чисел, записанных на его концах.
Какое наибольшее число отрезков могло быть построено?
__________________________________________________________________
Пользоваться калькулятором не разрешается. 
Время работы: 4,5 часа
РЕШЕНИЯ

Первый день

8 класс

8.1.Ответ: 
[image: image56.wmf]0
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Пусть при некотором целом 
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 существуют такие натуральные 
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Пусть 
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 = НОД
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 = 1. Тогда, подставив эти выражения для 
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 в равенство (*), после сокращения на 
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Переписав это равенство в виде 
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, видим, что 
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[image: image72.wmf](

)

11

,

xy

 был бы больше 1. Аналогично, переписав равенство (**) в виде 
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, получим, что 
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Итак, если исходному равенству 
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 удовлетворяют некоторые натуральные числа 
[image: image78.wmf]x

 и 
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, то необходимо 
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 получим равенство 
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8.2. Ответ: а) нет, б) да.

а) Пусть 
[image: image84.wmf]2006

n

=

. Покажем, что при выполнении условий задачи в этом случае нельзя утверждать, что на чемпионате присутствует спортсмен, знакомый со всеми участниками чемпионата. Разобьем всех 2006 спортсменов на пары. И пусть в каждой паре спортсмены не знакомы друг с другом, а любые два спортсмена из разных пар – знакомы. Тогда видим, что спортсмена, знакомого со всеми остальными участниками чемпионата, нет. В то же время, все условия задачи выполняются. Действительно, рассмотрим произвольных 5 спортсменов. Поскольку их нечетное число, то, по крайней мере, один из них не составляет такой пары, о которых говорилось выше, со спортсменами из данной пятерки. Следовательно, он знаком с остальными четырьмя из этой пятерки, что и требовалось показать.

б) Пусть 
[image: image85.wmf]2007
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. Предположим, что на чемпионате нет спортсмена, знакомого со всеми остальными участниками чемпионата. Это значит, что у каждого есть хотя бы один незнакомый. Кроме того, так как число спортсменов нечетное, то найдется спортсмен, у которого не менее двух незнакомых (иначе всех 2007 спортсменов можно было бы разбить на пары незнакомых). Пусть спортсмен А не знаком с Б и Г Рассмотрим еще двух спортсменов Д и Е (если такие есть), отличных от названных, которые не знакомы друг с другом. Тогда пятерка А, Б, Г, Д и Е не удовлетворят условию задачи: в ней ни один спортсмен не знаком с другими четырьмя. Предположим теперь, что таких двух спортсменов Д и Е нет. Это означает, что оставшиеся 2004 спортсмена (все кроме А, Б, Г), знакомы друг с другом. Если хотя бы один из этих 2004 спортсменов знаком с А, Б и Г, то он знаком со всеми, что и требовалось. В противном случае, любой из этих 2004 спортсменов не знаком хотя бы с кем-либо из А, Б, Г Возьмем любых двух таких из 2004 спортсменов, скажем Ю и Я. Тогда в пятерке А, Б, Г, Ю, Я каждый не знаком с кем-либо из остальных, противоречие. Тем самым утверждение доказано.

8.3. Все требуемые разбиения возможны. Примеры приведены на рисунках.

■[image: image86.png]



Заметим, что приведенные разбиения, конечно, не являются единственно возможными.

8.4. Ответ: 6.

Рассмотрим три из записанных чисел 
[image: image87.wmf]a

, 
[image: image88.wmf]b

 и 
[image: image89.wmf]c

. Если среди них есть равные, то эти два числа не могут быть соединены отрезком, так как длина такого отрезка согласно условию будет равна 0. Это значит, что точки, в которых записаны числа, совпадают, что противоречит условию. Поэтому можно считать, что 
[image: image90.wmf]abc

<<

. Предположим, что все эти три числа попарно соединены отрезками. Тогда длина отрезка, соединяющего 
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 и 
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, равная 
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, равна сумме длин отрезка, соединяющего 
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 и 
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 (длиной 
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), и отрезка, соединяющего 
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 и 
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 (длиной 
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). Поэтому числа 
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, 
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 и 
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 лежат на одной прямой – противоречие. Итак, видим, что для любых трех чисел существует не более двух отрезков, которые их соединяют. Или, по-другому, никакие три проведенных отрезка не образуют треугольник с вершинами в точках, где записаны данные числа.

Покажем, что тогда проведено не больше 6 отрезков. Действительно, общее число отрезков, которые можно провести между 5 точками, равно 10. Предположим, что все они проведены. Тогда имеется 10 различных треугольников с вершинами в данных 5 точках. Удаление одного из отрезков уменьшает число треугольников на 3. Удаление следующих отрезков также уменьшает число треугольников не более, чем на 3. Поэтому, чтобы "разрушить" все 10 треугольников, нужно из 10 отрезков удалить не менее 4. Останется, как и утверждалось, не более 6 отрезков.

[image: image1.wmf]n

Приведем пример, показывающий, что 6 отрезков могло быть проведено. Построим прямоугольник со сторонами 1 и 2 и расположим числа 0, 1, 3 и 2 в его вершинах (см. рис.). Кроме того, построим точку, симметричную точке, где записано число 1, относительно прямой, проходящей через точки с числами 0 и 3. В построенной точке запишем число 1 и соединим его отрезками с числами 0 и 3. Получим 6 отрезков, удовлетворяющих условию задачи.

9 класс

(12-летняя программа обучения)

9(12).1. Исходное уравнение равносильно уравнению
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Зафиксируем какое-либо натуральное 
[image: image104.wmf]t

. Покажем, что найдётся 
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, для которого 
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 – решение уравнения (*). Действительно, подставив в (*) 
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Следовательно, при каждом 
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, уравнение (*) имеет решение в натуральных числах: 
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, все различны при фиксированном 
[image: image113.wmf]3

k

³

, и их бесконечно много.

9(12).2. Ответ: 3.

Первое решение. Из условия следует, что 
[image: image114.wmf]CK

 – медиана треугольника 
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, а 
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 – медиана треугольника 
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. Используя формулу для длины медианы, получим
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Складывая полученные равенства, находим
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По теореме Пифагора 
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откуда 
[image: image125.wmf]3

AB

=

.

Второе решение. Проведем перпендикуляры 
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Складывая эти равенства, получим
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откуда 
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9(12).3. Ответ: не существует.

Предположим, что такое трехзначное число 
[image: image137.wmf]abc

 существует. Запишем его в виде 
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Сокращая на 
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. Полученное противоречие и доказывает требуемое утверждение.

9( 12).4. Ответ: а) можно, б) нельзя.

а) Пусть 
[image: image147.wmf]4

k
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. Предположим, что нет депутата, знакомого со всеми остальными. Это значит, что у каждого депутата есть хотя бы один, с которым он не знаком. Рассмотрим произвольных двух депутатов А и Б, не знакомых друг с другом. Предположим, что существуют еще два депутата В и Г (отличные от А и Б), которые также не знакомы друг с другом. Тогда в четверке депутатов А, Б, В и Г ни один не знаком с остальными тремя, что противоречит условию задачи. Поэтому таких депутатов В и Г не существует; это означает, что все остальные знакомы между собой. Далее из любых двух из этих остальных хотя бы один знаком и с А, и с Б (иначе среди этих четырех депутатов не нашлось бы ни одного, знакомого с остальными тремя). Этот депутат искомый.

Замечание. На самом деле из приведенного рассуждения следует, что депутатов, знакомых со всеми остальными, не менее 77.

б) Пусть 
[image: image148.wmf]5
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. Разобьем всех 80 депутатов на 40 пар и рассмотрим такую ситуацию, когда в каждой паре депутаты друг с другом незнакомы, а любые два депутата из разных пар – знакомы. Тогда на заседании нет депутата, знакомого со всеми остальными участниками заседания. Покажем, что, в то же время, все условия задачи выполняются. Действительно, рассмотрим произвольных 5 депутатов. Поскольку их нечетное число, то по крайней мере один из них не составляет такой пары, о которых говорилось выше, с депутатами из данной пятерки. Следовательно, он знаком с остальными четырьмя из этой пятерки. Итак, при 
[image: image149.wmf]5
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 нельзя утверждать, что на заседании присутствует депутат, знакомый со всеми остальными участниками заседания
9 класс

(11-летняя программа обучения)

9(11).1. Ответ: 3.

Пусть натуральные числа 
[image: image150.wmf]0
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 удовлетворяют равенству из условия задачи:
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при некотором натуральном 
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. Обозначим 
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 = 1. Тогда, подставив эти выражения для 
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 в равенство (*), после сокращения на 
[image: image161.wmf]2

d

 получим 
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, или, вынося в левой части полученного равенства 
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Так как числа 
[image: image165.wmf]1
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 и 
[image: image166.wmf]1
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 взаимно просты, то взаимно просты и числа 
[image: image167.wmf]11
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 и 
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, а значит, левая часть равенства (**) взаимно проста с 
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,т.е. Поэтому и правая часть этого равенства должна быть взаимно проста с 
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, т. е. у1 = 1. Тогда равенство (**) принимает вид
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Если 
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, то поскольку 
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 взаимно просты, каждое из них, чтобы равенство (***) было верным, должно быть 
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-й степенью некоторого (своего) натурального числа, что невозможно, Значит, 
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k

-£

, откуда 
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Остаётся убедиться, что при 
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 исходное уравнение имеет решения в натуральных числах: например, 
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9(11).2. Пусть 
[image: image180.wmf]O

 – точка пересечения диагоналей 
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 и 
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. Обозначим 
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. Рассмотрим прямоугольный треугольник 
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. Так как 
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 – его медиана, то 
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. По теореме косинусов для треугольников 
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 и 
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 получим, соответственно,
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Поэтому 
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9(11).3. Ответ: 
[image: image202.wmf]0,5

xy

==

. 

Сложим оба уравнения системы
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Имеем 
[image: image204.wmf](
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 (причем равенство возможно лишь при 
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 (и равенство достигается при 
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). Следовательно, равенство 
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9(11).4. Ответ: при всех нечетных 
[image: image210.wmf]5
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Покажем сначала, что если 
[image: image211.wmf]n

 четное, то школьника, знакомого со всеми остальными участниками олимпиады, может не быть. Действительно, пусть 
[image: image212.wmf]2
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, где 
[image: image213.wmf]k

 – целое число, большее, чем 2. Тогда всех участников олимпиады можно разбить на 
[image: image214.wmf]k

 пар. Пусть в каждой такой паре участники незнакомы друг с другом, а любые два участника из разных пар – знакомы друг с другом. Тогда нет ни одного участника, знакомого со всеми остальными на олимпиаде. В то же время, каких бы 5 участников ни взять, среди них самое большее могут оказаться две такие пары. Это значит, какой-то из пяти не будет иметь в данной пятерке парного ему (того, с кем он не знаком) и, значит, будет знаком с другими четырьмя из этой пятерки.

Итак, чтобы можно было утверждать, что на олимпиаде присутствует школьник, зна​комый со всеми участниками олимпиады, необходимо, чтобы 
[image: image215.wmf]n

 было нечетным. Покажем, что при всех возможных нечетных 
[image: image216.wmf]n

 такой школьник найдется. Предположим противное, у каждого школьника есть хотя бы один незнакомый ему участник олимпиады. Тогда, поскольку 
[image: image217.wmf]n

 нечетное, найдется школьник А, у которого не менее 2 незнакомых на олимпиаде (пусть это школьники Б и В). В противном случае всех участников олимпиады можно было бы разбить на пары (так, что в каждой паре школьники не знакомы друг с другом, а школьники из разных пар знакомы друг с другом). Тогда любые два из остальных 
[image: image218.wmf]3
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 школьников знакомы друг с другом, в противном случае эти двое вместе с А, Б и В образовывали бы пятерку, противоречащую условию. Возьмем двух любых из этих 
[image: image219.wmf]3
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 школьников, скажем Ю и Я. Хотя бы один из них знаком со всеми школьниками А, Б и В (иначе пятерка А, Б, В, Ю, Я противоречила бы условию). Поэтому этот школьник знаком со всеми остальными.

Замечание. На самом деле из приведенного решения следует, что школьников, знакомых со всеми остальными; не менее 
[image: image220.wmf]4
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 при любом нечетном 
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.

10 класс

10.1. Ответ: 
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Сначала решим в целых числах уравнение
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Пусть целые числа 
[image: image224.wmf]x

 и 
[image: image225.wmf]y

 удовлетворяют уравнению (*). Обозначим 
[image: image226.wmf]d

 = НОД
[image: image227.wmf](
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 = 1. Тогда, подставив эти выражения для 
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 и 
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 в равенство (*), после сокращения на 
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 получим 
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, или, вынося в левой части полученного равенства 
[image: image235.wmf]t

 за скобки,
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Так как числа 
[image: image237.wmf]t

 и 
[image: image238.wmf]s

 взаимно просты, то взаимно просты и числа 
[image: image239.wmf]3
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 и 
[image: image240.wmf]s

, а значит, левая часть равенства (**) взаимно проста с 
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. Поэтому и правая часть этого равенства должна быть взаимно проста с 
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, т. е. 
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Следовательно, заменяя в равенствах 
[image: image245.wmf]xdt
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 величины 
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 и 
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 соответственно на 
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Обратно, легко убедиться, что при каждом целом 
[image: image251.wmf]t

 равенства (***) дают решение уравнения (*). Стало быть, равенства (***), когда 
[image: image252.wmf]t

 пробегает все целые числа, дают все решения уравнения (*).

Выделим теперь, из множества решений (***) уравнения (*) те, для которых выполнены оба неравенства 
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Далее, легко убедиться, что при 
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 оно меньше 2007. Следовательно, так как натуральные 
[image: image259.wmf]yx

£

, то только при 
[image: image260.wmf]11

t

£

 решения (***) уравнения (*) удовлетворяют неравенствам 
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[image: image265.wmf]11

t

=

 и равно 
[image: image266.wmf]1694,154

xy

==

.

10.2. Отметим на диагонали 
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 точки 
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 и 
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 так, что 
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Тогда очевидно, что треугольник 
[image: image271.wmf]CMQ

 подобен треугольнику 
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 и 
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 также подобен треугольнику 
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 и 
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 и 
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 равны как углы с взаимно параллельными сторонами, то треугольники 
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 и 
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 являются подобными (по пропорциональной паре сторон 
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10.3.Ответ: 
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Сложим все три уравнения системы
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Имеем 
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10.4. Ответ: при всех возможных четных 
[image: image294.wmf]k

.

Пусть 
[image: image295.wmf]k

 – нечетное. Покажем, что в этом случае на конференции может не быть школьника, знакомого со всеми остальными участниками конференции. Действительно, разобьем всех 100 школьников, участвующих в конференции, на 50 пар. Пусть в каждой паре школьники не знакомы друг с другом, а любые два школьника из разных пар – знакомы. Тогда, так как у каждого есть незнакомый, никто не может быть знаком со всеми. В то же время, для любых 
[image: image296.wmf]k

 школьников условия задачи выполняются. Среди выбранных 
[image: image297.wmf]k

 школьников (поскольку их количество нечетное) хотя бы для одного парный ему школьник (тот единственный, с кем он не знаком) не входит в число данных 
[image: image298.wmf]k

 школьников. Следовательно, этот школьник знаком с остальными 
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 школьниками изданных 
[image: image300.wmf]k

 школьников.

Пусть теперь 
[image: image301.wmf]2
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 – четное. Предположим, что при выполнении условий задачи нет школьника, знакомого со всеми участниками конференции, т. е. у каждого на конференции есть хотя бы один незнакомый. Если у каждого ровно один незнакомый, то всех 100 участников можно разбить на 50 пар так, что в каждой паре будут незнакомые школьники, а любые два школьника из разных пар будут знакомы. Если выбрать 
[image: image302.wmf]k

 школьников, составляющих 
[image: image303.wmf]m

 таких пар, то у каждого из этих школьников будет незнакомый среди выбранных 
[image: image304.wmf]k

 школьников, т. е. ни один из них не будет знаком с остальными из 
[image: image305.wmf]k

 выбранных. Это противоречит условию задачи. Поэтому будем считать, что есть школьник, у которого не менее 2 незнакомых на конференции. Если у него 
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 или более незнакомых, то рассмотрим этого школьника и 
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 с ним незнакомых школьников (любых 
[image: image308.wmf]1

k

-

, если их количество большее). Для указанных 
[image: image309.wmf]k

 школьников условие задачи, очевидно, не выполняется: ни один из них не знаком с остальными 
[image: image310.wmf]1
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 школьниками.

В остальных случаях рассмотрим граф "незнакомств". Всех школьников изобразим в виде точек на плоскости (вершины графа). Если какие-то школьники не знакомы друг с другом, то соединим соответствующие вершины непрерывными линиями(ребрами). Две вершины будем называть связанными, если в графе существует путь, ведущий по ребрам (минуя, возможно, другие вершины) от одной вершины до другой. Рассмотрим какую-либо конкретную вершину графа и все другие вершины с которыми связана данная вершина. Тогда легко видеть, что каждая из этих вершин связана с каждой из этих вершин. Совокупность всех этих вершин вместе со всеми ребрами, которые между ними существуют, будем называть компонентой связности графа. Тогда граф разбивается на компоненты связности. Каждая вершина и каждое ребро принадлежит только одной компоненте связности. 

Далее, заметим, что если в компоненте связности более двух вершин, то из нее можно удалить одну вершину (и выходящие из нее ребра) так, что по-прежнему каждая из оставшихся вершин будет связана со всеми другими оставшимися вершинами, в частности, не появится такой вершины, от которой не будет проведено ни одно ребро. Такой вершиной может быть любая вершина, от которой отходит только одно ребро. Если же такой вершины нет, то удалим из компоненты связности одно ребро или несколько (не удаляя вершин) до тех пор, пока такая вершина не появится. После этого удалим такую вершину (удаленные ребра, кроме тех, которые связаны с данной вершиной, можно восстановить).

Теперь покажем, что в графе "незнакомств" можно всегда выбрать k вершин так, что каждая из них будет связана ребром хотя бы с одной из выбранных. Это будет означать, что существует 
[image: image311.wmf]k

 школьников, среди которых ни один не знаком со всеми остальными из этих 
[image: image312.wmf]k

. Действительно, выберем компоненту связности в которой 
[image: image313.wmf]k

 или более вершин. Если такой нет, то – компоненту с наибольшим числом вершин, и добавим к ней еще одну компоненту (или, при необходимости, еще одну, а затем еще одну и т. д.), чтобы в данной компоненте и в добавленных компонентах (одной или нескольких) стало вместе 
[image: image314.wmf]k

 вершин, или больше (если ровно 
[image: image315.wmf]k

 получить невозможно). Если вершин получилось больше, чем 
[image: image316.wmf]k

, то удалим одну вершину из какой-нибудь компоненты, в которой более двух вершин (случай, когда во всех компонентах ровно по две вершины, уже рассмотрен ранее), так, как описано выше. Будем повторять при необходимости такие удаления до тех пор, пока не останется ровно 
[image: image317.wmf]k

 вершин. Ясно, что оставшиеся 
[image: image318.wmf]k

 вершин – как раз те, что и требуется.

Итак, если 
[image: image319.wmf]k

 четное и на конференции нет школьника, знакомого со всеми остальными участниками конференции, то условия задачи не выполняются. Следовательно, в этом случае на конференции обязательно найдется школьник, знакомый со всеми остальными участниками конференции.
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11.1.Ответ: 6.

Пусть натуральные числа 
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 удовлетворяют равенству из условия задачи:
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при некотором натуральном 
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, или, вынося в левой части этого равенства множитель 
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Так как числа 
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 взаимно просты, то взаимно просты и числа 
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, а значит, левая часть равенства (**) взаимно проста с 
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. Поэтому и правая часть этого равенства должна быть взаимно проста с 
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Если числа 
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 взаимно просты, то вследствие равенства (***) каждое из них должно быть 4-й степенью натурального числа. Значит, в этом случае 
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 не меньше, чем наименьшая из разностей между соседними из 4-х степеней натуральных чисел, т. е. 
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Если же числа 
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 не взаимно просты, то обозначим через и их наибольший общий делитель 
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Так как теперь числа 
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 взаимно просты, то для того чтобы последнее равенство было выполнено, необходимо, чтобы 
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 были квадратами натуральных чисел. Следовательно, число 
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Остаётся убедиться, что при 
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 равенство (***) при некотором натуральном 
[image: image364.wmf]d

, возможно: 
[image: image365.wmf](

)

4

2262

×+=

, т. е. 
[image: image366.wmf]2

d

=

, а значит, 
[image: image367.wmf]4

x

=

, 
[image: image368.wmf]2

y

=

 – натуральнозначное решение исходного уравнения при 
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11.2.Отметим на диагонали 
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 точки 
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 так, что 
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. Тогда очевидно, что треугольник 
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 подобен треугольнику 
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, кроме того, треугольник 
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 также подобен треугольнику 
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что и требовалось доказать.

Заметим, что знак равенства возможен лишь в случае, когда точки 
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 и 
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 совпадают с точками пересечения диагонали 
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 с отрезками 
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 и 
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 соответственно, что в свою очередь возможно лишь, когда 
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11.3. Ответ: 
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Сложим все три уравнения системы:
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Перемножив все три уравнения, получим
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Перенесем единицы из левых частей уравнений в правые и опять перемножим все три полученных равенства:
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Во-первых, ни одно из чисел 
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 не равняется нулю, ибо в противном случае, например, при 
[image: image402.wmf]0

x

=

 имели бы


[image: image403.wmf]22

10111011

zzyzyxyx

+=Þ=-Þ+==Þ=Þ+=Þ=-


— противоречие.

Тогда заметим, что из 
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т.е. все числа 
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 больше 1.

Таким образом, решения системы должны удовлетворять условиям
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Из (2) и (3) получим 
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В силу (4) 
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 и, поэтому, к сумме, стоящей в правой части равенства (1) можно применить неравенство между средним арифметическим и средним геометрическим:
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Поскольку равенство здесь возможно лишь при равенстве слагаемых 
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11.4. Ответ: если 
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 четное, то и 
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 любое четное (в пределах ограничений), если 
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 нечетное, то 
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 любое (в пределах ограничений).

Пусть сначала 
[image: image432.wmf]n

 — четное. Покажем что тогда и 
[image: image433.wmf]k

 должно быть четным. Предположим, что это не так, т. е. 
[image: image434.wmf]k

 – нечетное. В таком случае, на конгрессе может не быть ученого, знакомого со всеми остальными участниками конгресса. Действительно разобьем всех 
[image: image435.wmf]n

 ученых на пары. Так как их количество 
[image: image436.wmf]n

 является четным, это можно сделать. Пусть в каждой паре ученые не знакомы друг с другом, а любые два ученых из разных пар – знакомы. Тогда, так как у каждого есть незнакомый, никто не может быть знаком со всеми. В то же время, для любых 
[image: image437.wmf]k

 ученых условия задачи выполняются. Среди выбранных 
[image: image438.wmf]k

 ученых (поскольку их количество нечетное) хотя бы для одного парный ему ученый (тот единственный, с кем он не знаком) не входит в число данных к ученых. Следовательно, этот ученый знаком с остальными 
[image: image439.wmf]1
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 из данных к ученых.

Пусть теперь 
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 – четное. Предположим что при выполнении условий задачи на конгрессе нет ученого, знакомого со всеми участниками конгресса, т. е. у каждого есть хотя бы один незнакомый. Если у каждого ровно один незнакомый, то всех 
[image: image441.wmf]n

 участников можно разбить на пары так, что в каждой паре ученые будут не знакомы, а любые два ученых из разных пар будут знакомы. Если выбрать 
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 ученых, составляющих 
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 таких пар, то у каждого из них будет незнакомый среди выбранных 
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 ученых, т. е. ни один из них не будет знаком с остальными из 
[image: image445.wmf]k

 выбранных. Это противоречит условию задачи. Поэтому будем считать, что есть ученый, у которого на конгрессе не менее двух незнакомых. Если у него 
[image: image446.wmf]1
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 или более незнакомых, то рассмотрим этого ученого и 
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 ученых, с ним незнакомых (любых 
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, если их количество большее). Для указанных 
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 ученых условие задачи, очевидно, не выполняется: ни один из них не знаком с остальными 
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 учеными из данных 
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.

В остальных случаях рассмотрим граф "незнакомств". Всех ученых изобразим в виде точек на плоскости (вершины графа). Если какие-то ученые не знакомы друг с другом, то соединим соответствующие вершины непрерывными линиями (ребра графа). Две вершины в графе будем называть связанными, если в графе существует путь, ведущий по ребрам (минуя, возможно, другие вершины) от одной вершины до другой. Рассмотрим какую-либо конкретную вершину графа и все другие вершины, с которыми связана данная вершина. Тогда легко видеть, что каждая из этих вершин связана с каждой из этих вершин. Совокупность всех этих вершин вместе со всеми ребрами, которые между ними существуют, будем называть компонентой связности графа. Тогда граф разбивается на компоненты связности. Каждая вершина и каждое ребро принадлежит только одной компоненте связности.

Далее, заметим, что если в компоненте связности более двух вершин, то из нее можно удалить одну вершину (и выходящие из нее ребра) так, что по-прежнему каждая из оставшихся вершин будет связана со всеми другими оставшимися вершинами, в частности не появится такой вершины, от которой не будет проведено ни одно ребро. Такой вершиной, может быть любая вершина, от которой отходит только одно ребро. Если же такой вершины нет, то удалим из компоненты связности одно ребро или несколько (не удаляя вершин) до тех пор, пока такая вершина не появится. После этого удалим такую вершину (удаленные ребра, кроме тех которые связаны с данной вершиной, можно восстановить).

Теперь покажем, что в графе "незнакомств" можно всегда выбрать 
[image: image452.wmf]k

 вершин так, что каждая из них будет связана ребром хотя бы с одной из выбранных. Это будет означать, что существует 
[image: image453.wmf]k

 ученых, среди которых ни один не знаком со всеми остальными из этих 
[image: image454.wmf]k

. Действительно, выберем компоненту связности в которой 
[image: image455.wmf]k

 или более вершин. Если такой нет, то – компоненту с наибольшим числом вершин, и добавим к ней еще одну компоненту (или, при необходимости, еще одну, а затем еще одну и т. д.), чтобы в данной компоненте и в добавленных компонентах (одной или нескольких) стало вместе 
[image: image456.wmf]k

 вершин, или больше (если ровно 
[image: image457.wmf]k

 получить невозможно). Если вершин получилось больше, чем 
[image: image458.wmf]k

, то удалим одну вершину из какой-нибудь компоненты, в которой более двух вершин (случай, когда во всех компонентах ровно по две вершины, уже рассмотрен ранее), так, как описано выше. Будем повторять при необходимости такие удаления до тех пор, пока не останется ровно 
[image: image459.wmf]k

 вершин. Ясно, что оставшиеся 
[image: image460.wmf]k

 вершин – как раз те, что и требуется.

Итак, если 
[image: image461.wmf]k

 четное и на конгрессе нет ученого, знакомого со всеми остальными участниками конгресса, то условия задачи не выполняются. Следовательно, в этом случае (когда 
[image: image462.wmf]n

 четное и 
[image: image463.wmf]k

 четное) на конгрессе обязательно найдется ученый, знакомый со всеми остальными участниками конгресса.

Пусть теперь 
[image: image464.wmf]n

 – нечетное. Предположим, что на конгрессе нет ученого, знакомого со всеми участниками конгресса. Тогда у каждого из них на конгрессе есть хотя бы один незнакомый, причем, так как 
[image: image465.wmf]n

 нечетное, у кого-то – их не менее двух. Далее, повторяя те же рассуждения с компонентами связности графа “незнакомств” что и выше, приходим к выводу, что можно указать 
[image: image466.wmf]k

 ученых, среди которых ни один не будет знаком со всеми остальными из этих 
[image: image467.wmf]k

. Таким образом, если 
[image: image468.wmf]n

 четное, то при любом допустимом 
[image: image469.wmf]k

 можно утверждать, что на конгрессе присутствует ученый, знакомый со всеми остальными участниками конгресса.
LVII Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап 3-6 января 2007 года
11 класс
Второй день
5. Дана окружность 
[image: image470.wmf]S

 и хорда АВ этой окружности. Для любой точки X окружности 
[image: image471.wmf]S

, отличной от А и В, рассматривается окружность 
[image: image472.wmf]1

S

, проходящая через точки А и X и касающаяся прямой АВ в точке А. Пусть У-вторая общая точка окружности 
[image: image473.wmf]1

S

 и прямой ВХ (если X — точка касания ВХ и 
[image: image474.wmf]1

S

, то У = X).
Найдите геометрическое место точек У, когда точка X пробегает все точки окружности 
[image: image475.wmf]S

 (за исключением А и В).
6. Обозначим через 
[image: image476.wmf](
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 количество всех делителей натурального числа 
[image: image477.wmf]n

, считая 1 и само число n.
Найдите наименьшее натуральное 
[image: image478.wmf]n

, для которого
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7. Даны 25 куч камней, содержащие соответственно 
[image: image480.wmf]222

1,2,...,25

 камней. За один ход разрешается переложить ровно один камень из любой кучи (содержащей не менее двух камней) в любую другую кучу.
За какое наименьшее число ходов можно получить 25 куч, содержащих соответственно 
[image: image481.wmf]171,172,...,1725

×××

камней?
8. В прямой круговой усеченный конус вписана сфера (т.е. она касается боковой поверхности по окружности, а также касается обоих оснований). Разность между площадью боковой поверхности усеченного конуса и суммой площадей оснований равна а.
Найдите радиус вписанной сферы.
__________________________________________________________________
Пользоваться калькулятором не разрешается. 
Время работы: 5 часов
LVII Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап 
3 — 6 января 2007 года
10 класс
Второй день
5. На координатной плоскости нарисована парабола 
[image: image482.wmf]2
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, а также две прямые, заданные уравнениями 
[image: image483.wmf]ykx
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 и 
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Пусть А и В – точки пересечения этих прямых с параболой, отличные от точки О – начала координат.
Докажите, что треугольник ОАВ прямоугольный.
6. Обозначим через 
[image: image485.wmf](
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 количество всех делителей натурального числа 
[image: image486.wmf]n

, считая 1 и само число 
[image: image487.wmf]n

.
Найдите наименьшее натуральное число 
[image: image488.wmf]n

, удовлетворяющее условию

[image: image489.wmf](
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7. На олимпиаде по математике было предложено пять задач. Все они оказались разной сложности, и поэтому никакие две задачи не были оценены одинаковым числом баллов. В результате проверки все участники за каждую решенную задачу получили полное (целое положительное) число баллов. (За нерешенные задачи все получили по 0 баллов.) При этом для каждой задачи сумма баллов, полученных за нее всеми участниками, оказалась одна и та же. Вася решил все задачи и набрал 30 баллов.
Какое наименьшее число школьников могло участвовать в этой олимпиаде?
8. На плоскости нарисованы отрезок АВ и луч АС. Для любой точки X луча АС рассматривается окружность S, проходящая через точки А и X и касающаяся прямой АВ в точке А. Пусть У – вторая точка пересечения S с прямой ВХ. (Если У — точка касания, то У = X.)
Найдите геометрическое место точек У, когда точка X пробегает луч АС.
__________________________________________________________________
Пользоваться калькулятором не разрешается. 
Время работы: 5 часов
LVII Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 — 6 января 2007 года
9 класс (11-летняя программа обучения)
Второй день
5. Чтобы составить команду для участия в олимпиаде, учитель решил провести отбор среди лучших Математиков 9 класса. Он предложил 4 задачи. Все они оказались разной сложности, и поэтому никакие две задачи не были оценены равными числами баллов. В результате проверки все участники отбора за каждую решенную задачу получили полное (целое положительное) число баллов. (За нерешенные задачи все получили по 0 баллов.) При этом для каждой задачи сумма баллов, полученных за нее всеми участниками, оказалась одна и та же. Петя решил все задачи и набрал 30 баллов.
Какое наименьшее число школьников могло участвовать в отборе?
6. Обозначим через 
[image: image490.wmf](
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 количество всех делителей натурального числа 
[image: image491.wmf]n

, считая 1 и само число 
[image: image492.wmf]n

.
Докажите, что если
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то 
[image: image494.wmf]n

 — квадрат некоторого натурального числа.
7. Докажите, что если коэффициенты квадратного трехчлена 
[image: image495.wmf](
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, удовлетворяют неравенству 
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, то уравнение 
[image: image497.wmf](
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 имеет по крайней мере один действительный корень.
8. Дан равнобедренный треугольник AВС, АС = СВ. Окружность, касающаяся прямой СВ в точке В, пересекает окружность, описанную вокруг треугольника АВС в точке L, а сторону АВ в точке К.
Докажите, что точки С, К, L лежат на одной прямой.
__________________________________________________________________
Пользоваться калькулятором не разрешается.
Время работы: 5 часов
LVII Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3 — 6 января 2007 года
9 класс (12-летняя программа обучения)
Второй день
5. На математической конкурсе в 9 классе было предложено несколько труд​ных и несколько легких; задач. За каждую решенную трудную задачу участник получал 4 балла, за легкую 2 балла. Но за каждую нерешенную легкую за​дачу у участника 2 балла вычитались. За нерешенную трудную задачу баллы не вычитались. Саша решил 12 задач и набрал 20 баллов.
Сколько легких задач было на конкурсе?
6. Существует ли внутри четырехугольника АВСD такая точка М, что АВ = ВМ, ВС = МC, DС = DМ, АD = АМ?
7. Найдите наименьшее натуральное число 
[image: image498.wmf]n

 такое, что в клетки квадратной таблицы 
[image: image499.wmf]nn

´

 можно расставить все числа от 1 до 
[image: image500.wmf]2

n

 (в каждую клетку ровно одно число) так, что суммы всех чисел во всех строках и во всех столбцах будут различными натуральными числами, делящимися на 3.
8. Обозначим через 
[image: image501.wmf](
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 количество всех делителей натурального числа 
[image: image502.wmf]n

, считая 1 и само число 
[image: image503.wmf]n

.
Существует ли такое натуральное число 
[image: image504.wmf]n

, что

[image: image505.wmf](
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__________________________________________________________________
Пользоваться калькулятором не разрешается.
Время работы: 4,5 часа
LVII Белорусская математическая олимпиада школьников
III этап
3-6 января 2007 года 
8 класс
Второй день
5. На математическом конкурсе в 8 классе было предложено несколько трудных и несколько легких задач. За каждую решенную трудную задачу участник получал 3 балла, за легкую 2 балла. Но за каждую нерешенную легкую задачу у участника вычитался 1 балл. За нерешенную трудную задачу баллы не вычитались. Миша решил 10 задач и набрал 14 баллов.
Сколько легких задач было на конкурсе?
6. Существует ли внутри треугольника АВС такая точка М, что АВ = =ВМ и ВС = МС?
7. Докажите, что существует бесконечно много различных пар натуральных чисел 
[image: image506.wmf]a

 и 
[image: image507.wmf]b

,таких, что 
[image: image508.wmf]ababab

×+×=

 (Число 
[image: image509.wmf]ab

получается приписыванием к числу 
[image: image510.wmf]a

 числа 
[image: image511.wmf]b

.)
8. Найдите наименьшее натуральное число 
[image: image512.wmf]n

 такое, что в клетки квадратной таблицы 
[image: image513.wmf]nn

´

 можно расставить все числа от 1 до 
[image: image514.wmf]2

n

 (в каждую клетку ровно одно число) так, что суммы всех чисел во всех строках и во всех столбцах будут различными натуральными числами, делящимися на 4.
__________________________________________________________________

Пользоваться калькулятором не разрешается. 
Время работы: 4,5 часа
РЕШЕНИЯ
Второй день
8 класс
8.5. Ответ: 16.
Первое решение. Если бы все задачи, решенные Мишей, были трудными, то он получил бы за них 
[image: image515.wmf]10330

×=

 баллов. Однако он получил только 14 баллов и, значит 16 баллов потерял. Если вместо трудной задачи он решил легкую, то вместо 3 баллов он получил 2, т.е. потерял 1 балл. За каждую нерешенную легкую задачу он по условию также терял 1 балл. Итак, за каждую легкую задачу (независимо от того, решил он ее, или нет) Миша терял ровно 1 балл. Так как всего он потерял 16 баллов, то и число легких задач также равно 16.
Второе решение. Пусть 
[image: image516.wmf]x

 легких задач Миша решил, а 
[image: image517.wmf]y

 легких задач не решил. Тогда он решил 
[image: image518.wmf]10
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 трудных задач. Поэтому по условию имеет место равенство 
[image: image519.wmf](

)

3102114

xxy

×-+×-×=

, откуда после упрощения 
[image: image520.wmf]16
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. Следовательно, общее количество легких задач равно 16.
8.6. Ответ: нет, не существует.
[image: image863.png]


Предположим противное: такая точка М существует. Тогда, очевидно, угол АМС меньше развернутого, т.е. 
[image: image521.wmf]180
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. Поэтому 
[image: image522.wmf]AMBBMC
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[image: image523.wmf]360180

AMC

=°-Ð>°

. Однако, из равнобедренности треугольника АВМ (АВ = ВМ) вытекает, что 
[image: image524.wmf]90

BAMBMA
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, а из равнобедренности треугольника ВСМ (ВС = СМ) вытекает, что 
[image: image525.wmf]90
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, откуда 
[image: image526.wmf]180
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. Полученное противоречие и доказывает, что требуемая в условии точка М не существует.
8.7. Заметим, что 
[image: image527.wmf]363636
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, т. е. 
[image: image528.wmf]3
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 и 
[image: image529.wmf]3
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 удовлетворяют условию задачи. Но также 
[image: image530.wmf]360360360,360036003600
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 и т. д. Иными словами, условию удовлетворяет всякая пара вида 
[image: image531.wmf]3
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[image: image532.wmf]600...0
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 (с любым числом нулей). Поэтому пар чисел 
[image: image533.wmf],

ab

, удовлетворяющих условию задачи, существует бесконечно много.
8.8. Ответ: 
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[image: image864.png]


Обозначим через 
[image: image535.wmf]i

S

 сумму чисел в 
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-ой строке, а через 
[image: image537.wmf]j

T

 сумму чисел в 
[image: image538.wmf]j

-ом столбце, 
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. Пусть 
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 – сумма всех чисел в таблице. Тогда, очевидно,
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Поскольку все 
[image: image542.wmf]i
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 делятся на 4, то и их сумма 
[image: image543.wmf](
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 также должна делиться на 4. Однако, очевидно, 
[image: image544.wmf](
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[image: image545.wmf](
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, и ни одно из этих чисел не делится на 4. Следовательно, 
[image: image546.wmf]4

n

³

. Пример, показывающий, что указанная в условии расстановка чисел в таблице 4x4 возможна, приведен на рисунке.
9 класс
(12-летняя программа обучения)
9(12).5. Ответ: 14.
Первое решение. Если бы все задачи, решенные Сашей были трудными, то он получил бы за них 
[image: image547.wmf]12448

×=

 баллов. Однако, он получил только 20 баллов и, значит 28 баллов потерял. Если вместо трудной задачи он решил легкую, то вместо 4 баллов он получил 2, т.е. потерял 2 балла.; За каждую нерешенную легкую задачу он по условию также терял 2 балла. Итак, за каждую легкую задачу (независимо оттого, решил он ее, или нет) Саша терял ровно 2 балла. Так как всего он потерял 28 баллов, то число легких задач также равно 
[image: image548.wmf]28:214

=

.
Второе решение. Пусть 
[image: image549.wmf]x

 легких задач Саша решил, а 
[image: image550.wmf]y

 легких задач не решил. Тогда он решил 
[image: image551.wmf]12
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 трудных задач. Поэтому по условию имеет место равенство 
[image: image552.wmf](
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, откуда после упрощения 
[image: image553.wmf]20
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. Следовательно общее количество легких задач равно 14.
9( 12).6. Ответ: нет, не существует.
[image: image865.png]


Предположим противное: такая точка М существует. Тогда из равнобедренности треугольников АВМ (АВ = ВМ), ВСМ (ВС = СМ), СDМ (СD = СМ) и АDМ (АD = АМ) вытекает, что 
[image: image554.wmf]90
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[image: image559.wmf]90
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 Поэтому
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Полученное противоречие и доказывает, что требуемой точки М не существует.
9(12).7. Ответ: 
[image: image561.wmf]6
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Обозначим через 
[image: image562.wmf]i

S

 сумму чисел в 
[image: image563.wmf]i

-й строке, а через 
[image: image564.wmf]j
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 сумму чисел в 
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-ом столбце, 
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 сумма всех чисел в таблице. Тогда, очевидно,
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Поскольку все 
[image: image569.wmf]i
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 делятся на 3, то и их сумма 
[image: image570.wmf]S

 также должна делиться на 3. Но если 
[image: image571.wmf]n

 не делится на 3, то 
[image: image572.wmf]2
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 дает остаток 1 при делении на 3, поэтому число 
[image: image573.wmf](
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 не будет делиться на 3, а, следовательно, и 
[image: image574.wmf]S

 также не будет делиться на 3. Поэтому для выполнения условия задачи число 
[image: image575.wmf]n

 должно быть кратно 3. Наименьшим таким числом, очевидно, является само число 3. Заметим, что в таблицу 3x3 нельзя расставить числа от 1 до 9 с соблюдением требуемого в задаче условия.
Действительно, при 
[image: image576.wmf]n

 = 3 ;сумма всех чисел в таблице равна 1 +... + 9 = = 45. Поэтому [image: image577.wmf]123123
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. Кроме того, минимальное значение суммы чисел в строке или столбце равно 
[image: image578.wmf]6123
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, а максимальное равно 24 = 7 + 8 + 9. Это означает, что шесть различных чисел 
[image: image579.wmf]123123
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 принимают шесть различных значений из 7 возможных 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24. Сумма этих чисел равна 105, а сумма 
[image: image580.wmf]1231
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[image: image581.wmf]23
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, следовательно, единственным числом, которое не может быть суммой чисел в строке или столбце таблицы – это число 
[image: image582.wmf]1059015
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. Это означает, что какая-то из сумм в строке или столбце должна быть равна 6, пусть, например, это сумма чисел в некоторой строке, тогда в этой строке стоят числа 1, 2, 3 (в некотором порядке), но тогда ни в одном из столбцов такой таблицы сумма чисел не может быть равна 24, откуда следует, что 24 – это сумма чисел также в некоторой строке. Осталось заметить, что тогда сумма чисел в оставшейся строке таблицы должна быть равна 
[image: image583.wmf]4562415
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, что, как ранее было установлено, невозможно.
Итак, искомое наименьшее число 
[image: image584.wmf]n

, удовлетворяющее условию задачи, не меньше 6. Легко видеть, что в таблицу 6x6 можно расставить числа от 1 до 36 с соблюдением условия: в первую строку впишем подряд все числа от 1 до 6, во вторую — от 7 до 12,..., в шестую — от 31 до 36. Тогда
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и нетрудно проверить, что все эти числа будут различными
9( 12).8. Ответ: не существует.
Заметим, что если 
[image: image587.wmf]d

 – делитель числа 
[image: image588.wmf]n

, то и 
[image: image589.wmf]/

nd

 – также делитель числа 
[image: image590.wmf]n

. По-этому, если 
[image: image591.wmf]n

 не является точным квадратом, то все его делители разбиваются на пары 
[image: image592.wmf](
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, причем, один из них меньше, а другой больше [image: image593.wmf]n

. Следовательно, в этом случае число 
[image: image594.wmf]n

 имеет четное число делителей. Если же [image: image595.wmf]n

 – точный квадрат, то количество его делителей нечетно (так как имеется делитель 
[image: image596.wmf]n

, не имеющий пары).
Поскольку числа 
[image: image597.wmf]n

 и 
[image: image598.wmf]3

n

 или оба точные квадраты, или оба не являются точными квадратами, то четность чисел 
[image: image599.wmf](
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 и 
[image: image600.wmf](
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 одинакова, и, следовательно, их разность не может быть нечетным числом 2007.
9 класс
(11-летняя программа обучения)
9(11).5.0твет:6.
Расположим задачи в порядке сложности и обозначим количества баллов за них соответственно через 
[image: image601.wmf],,
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и 
[image: image602.wmf]d

. Имеем: [image: image603.wmf]abcd

<<<

 и

[image: image604.wmf]30

abcd

+++=

 




(1)
Пусть первую задачу решило 
[image: image605.wmf]x

 школьников, вторую – 
[image: image606.wmf]y

, третью – 
[image: image607.wmf]z

, наконец, четвертую – 
[image: image608.wmf]t

. Тогда согласно условию
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Легко видеть, что условиям (1) и (2) удовлетворяют значения

[image: image610.wmf]4,6,6,4,8,3,12,2
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Поэтому на отборе могло быть 6 школьников: все решили первую задачу и получили за нее по 4 балла, 4 человек (первых по списку) решили вторую задачу и получили за нее по б баллов, 3 человека (первых по списку) решили третью задачу и получили за нее по 8 баллов, наконец, 2 человека (первых по списку) решили четвертую задачу и получил за нее 12 баллов.
Покажем, что 
[image: image611.wmf]x

 не может быть меньше, чем 6, и, значит, в отборе не могло участвовать меньше 6 школьников. Прежде всего, заметим, что вследствие (2) из неравенств 
[image: image612.wmf]abcd
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 следуют неравенства
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А так как все эти числа целые положительные, то 
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. Поэтому достаточно рассмотреть значения [image: image615.wmf]5
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 и 
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. Если 
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 меньше 5 и поэтому из (2) следует, что 
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 и 
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, делятся на 5. Стало быть, 
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, что противоречит (1). Поэтому 
[image: image624.wmf]x

 не может равняться 5. Если 
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, то из (3) следует, что 
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. В результате из (2) получаем 
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, откуда 
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. Подставив эти значения в (1), получим 
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, откуда 
[image: image631.wmf]d

 не является целым числом, в противоречие с условием.
9( 11 ).6. Заметим, что если 
[image: image632.wmf]d

 – делитель числа 
[image: image633.wmf]n

, то и 
[image: image634.wmf]/
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 – также делитель числа [image: image635.wmf]n

. Поэтому, если 
[image: image636.wmf]n

 не является точным квадратом, то все его делители разбиваются на пары 
[image: image637.wmf](
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, причем, один из них меньше, а другой больше [image: image638.wmf]n

. Следовательно, в этом случае число 
[image: image639.wmf]n

 имеет четное число делителей. Если же 
[image: image640.wmf]n

 – точный квадрат, то количество его делителей нечетно (так как имеется; делитель 
[image: image641.wmf]n

, не имеющий пары). Таким образом, число 
[image: image642.wmf]n

 – точный квадрат тогда и только тогда, когда 
[image: image643.wmf](
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 – нечетное число.
Поэтому число 
[image: image644.wmf](
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 нечетное при любом натуральном 
[image: image645.wmf]n

. Но тогда из условия следует, что число 
[image: image646.wmf](
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 также нечетное, и, следовательно, 
[image: image647.wmf]n

 – точный квадрат.
9( 11 ).7. Первое решение. Из условия вытекает, что дискриминант 
[image: image648.wmf]2
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, где 
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,

xx

 – корни 
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. Заметим, что 
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 имеют разные знаки, так как 
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. Рассмотрим дискриминанты этих скобок: 
[image: image655.wmf]22
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. поскольку [image: image656.wmf]1
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 и [image: image657.wmf]2
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 имеют разные знаки, то хотя бы одно из чисел 
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 положительно. Поскольку 
[image: image659.wmf]2
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, то хотя бы один из дискриминантов 
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 положителен. Это значит, что хотя бы одна из скобок обращается в ноль, тем самым 
[image: image661.wmf](
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 имеет по крайней мере один действительный корень.
Второе решение. Из условия следует, что 
[image: image662.wmf]0
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 и 
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. Рассмотрим вспомогательное уравнение 
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Так как [image: image666.wmf]0
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, то дискриминант 
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, т.е. рассматриваемое уравнение имеет два действительных корня 
[image: image668.wmf]1
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 и 
[image: image669.wmf]2
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, причем, из теоремы Виета следует (опять таки из условия [image: image670.wmf]0
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, равносильного условию 
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), что 
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Пусть, для определенности, 
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. Имеем 
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то для достаточно больших значений 
[image: image676.wmf]x

 многочлен [image: image677.wmf](
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 (четной степени с положительным старшим коэффициентом) принимает положительные значения.
Таким образом, график многочлена [image: image678.wmf](
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 расположен как под осью абсцисс 
[image: image679.wmf](
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.так и над этой осью, а, следовательно, он пересекает ось абсцисс. Последнее и означает, что уравнение 
[image: image680.wmf](
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 имеет по крайней мере один действительный корень.
[image: image866.png]


9(11).8. Пусть Г – описанная окружность треугольника АВС. Тогда 
[image: image681.wmf]0.5
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 (как угол между касательной и хордой), 
[image: image682.wmf]0.5
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 (как вписанный угол). Кроме того, 
[image: image683.wmf]CABCBA
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 (как углы при основании равнобедренного треугольника). Поэтому 
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. Заметим, что 
[image: image686.wmf]0.5
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 (как вписанный угол окружности Г ), поэтому, если мы проведем через точки 
[image: image687.wmf]L

 и 
[image: image688.wmf]K

 прямую до пересечения ее с окружностью Г в точке 
[image: image689.wmf]1

C

, то 

[image: image690.wmf]11

0.50.5

CBBLCBLKCABCB

È=Ð=Ð=Ð=È

.
Это означает, что точки 
[image: image691.wmf]C

 и 
[image: image692.wmf]1
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 совпадают, т.е. все три точки 
[image: image693.wmf]C

, 
[image: image694.wmf]K

, 
[image: image695.wmf]L

 действительно лежат на одной прямой.
10 класс
10.5. Пусть прямая 
[image: image696.wmf]ykx
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 пересекает параболу в точках О и А, а вторая прямая пересекает ее в точках О и В. Координаты точки А находим из системы
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Аналогично находим координаты точки В: 
[image: image698.wmf]2
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. Поэтому координаты векторов 
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. Тогда скалярное произведение этих векторов равно
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Следовательно, угол 
[image: image704.wmf]90
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, т.е. треугольник ОАВ прямоугольный, что и требовалось.
10.6. Ответ: 
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Хорошо известно, что количество всех делителей числа 
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 где 
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 различные простые числа, вычисляется по формуле 
[image: image708.wmf](
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Рассмотрим несколько случаев представления 
[image: image709.wmf]n

 в виде произведения простых сомножителей.
1. Пусть 
[image: image710.wmf]a
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 где 
[image: image711.wmf]p

 – простое число. Тогда 
[image: image712.wmf]22
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 Поэтому 
[image: image715.wmf]21117
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, откуда 
[image: image716.wmf]17
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. Следовательно, 
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 удовлетворяет исходному уравнению, и, очевидно, что наименьшее значение, которое может принимать 
[image: image718.wmf]n

 в этом случае, достигается при 
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2. Пусть 
[image: image721.wmf]ab
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 где 
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 и 
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 различные простые числа. Тогда 
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Не нарушая общности, считаем 
[image: image729.wmf]ab
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. Тогда
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При 
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 получим 
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 и, очевидно, не существует натуральных 
[image: image733.wmf]n

, удовлетворяющих полученному равенству.
При 
[image: image734.wmf]1
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 получим 
[image: image735.wmf]3117
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, откуда 
[image: image736.wmf]4
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.
Таким образом, уравнению (*) удовлетворяют пары чисел (4; 1) и (1;4). Из чисел вида 
[image: image737.wmf]ab
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 наименьшим будет: число, когда один из простых множителей равен 2, а второй равен 3. Легко видеть, что 
[image: image738.wmf]4

4823

=×<

 
[image: image739.wmf]4
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. Итак, в рассматриваемом случае наименьшим числом, удовлетворяющим условию, будет число 48.
3. Единственными числами, имеющими три простых делителя и меньшими 48, являются числа 
[image: image740.wmf]235
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, 
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 (так как уже 
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. Любое же число, имеющее не менее четырех делителей, будет больше 
[image: image744.wmf]2
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Таким образом, из приведенных рассуждений следует, что наименьшим числом, удовлетворяющим условию задачи, будет число 48. 
10.7. Ответ: 18.
Расположим задачи в порядке сложности и. обозначим количества баллов за них со​ответственно через 
[image: image745.wmf],,,

abcd

 и 
[image: image746.wmf]e

. Имеем: 
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Пусть первую задачу решило 
[image: image749.wmf]x

 школьников, вторую – 
[image: image750.wmf]y

, третью – 
[image: image751.wmf]z

, четвертую – 
[image: image752.wmf]s

, наконец, пятую – 
[image: image753.wmf]t

. Тогда согласно условию

[image: image754.wmf].
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Легко видеть, что условиям (1) и (2) удовлетворяют значения

[image: image755.wmf]1,18;2,9;3,6;6,3;18,1
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(или, другой вариант: 
[image: image756.wmf]2,18;3,12;4,9;9,4;
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[image: image757.wmf]12,3
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). Поэтому на олимпиаде могло быть 18 школьников: все решили первую задачу и получили за нее по 1 баллу, 9 человек (первых по списку) решили вторую задачу и получили за нее по 2 балла, 6 человек (первых по списку) решили третью задачу и получили за нее по 3 балла, 3 человека (первых по списку) решили четвертую задачу и получили за нее по 6 баллов, наконец, 1 человек (первый по списку) решил пятую задачу и получил за нее 18 баллов.
Покажем, что менее 18 человек участвовать в олимпиаде не могло. Прежде всего заметим, что 
[image: image758.wmf]4
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, что противоречит условию (1). Кроме того, если 
[image: image760.wmf]4
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 только при условии, что 
[image: image762.wmf]5,6,7,8.
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 Тогда согласно (2) получим: 
[image: image763.wmf]45678
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. Из -этих равенств следует, что 
[image: image764.wmf]x

 делится на 5, на 3, на 7 и на 2, и тем самым, на произведение этих чисел, т. е. на 210. Видим, что в этом случае 
[image: image765.wmf]x

 и, значит, общее число школьников на олимпиаде не может быть меньше 18, а значительно больше этого количества. Итак, можно считать, что 
[image: image766.wmf]3
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, и, значит имеется только 3 возможности: 
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 и 
[image: image769.wmf]3
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. Покажем, что нет значения 
[image: image770.wmf]18
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, которое бы удовлетворяло всем условиям задачи. Из условий (2) следует, что число 
[image: image771.wmf]ax

 должно иметь кроме делителя а еще не менее 4 различных делителей 
[image: image772.wmf],,
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, которые больше 
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, но не больше 20 (так как значение 
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, то ввиду (1) значение наибольшего из рассматриваемых делителей 
[image: image776.wmf]20

e

£

). Поэтому очевидно, что при любых указанных значениях 
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 число 
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 не может быть простым и не может быть вида 
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, где 
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 – простое (в этом случае у 
[image: image781.wmf]ax

 просто не будет достаточного количества делителей). Остальные значения 
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 легко рассмотреть непосредственно, каждый раз убеждаясь, что даже если подходящих делителей достаточно, то все равно составить из них сумму 30, ни при каком из этих значений 
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 не представляется возможным.
10.8. Ответ: геометрическое место таких точек – это дуга окружности угловой величины 
[image: image784.wmf]22
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, стягиваемая хордой АВ и расположенная относительно АВ в одной полуплоскости с лучом АС (точки А и В исключены).
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Заметим, что 
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, как вписанный угол, опирающийся на ту же дугу 
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, которую содержит угол между касательной АВ и хордой АХ окружности 
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 (оба равны половине дуги 
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. Поэтому для любой точки 
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, полученной указанным в условии способом, угол 
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 постоянен и равен углу 
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. Геометрическое место таких точек – это дуга окружности угловой величины 
[image: image792.wmf]22
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, стягиваемая хордой АВ и расположенная относительно АВ в одной полуплоскости с лучом АС (точки А и В исключены).
11 класс
11.5. Ответ: точки прямой (исключая точку А), проходящей через точку А под углом 0.5 
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 к отрезку 
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.
Рассмотрим сначала случай, когда 
[image: image795.wmf]X

 пробегает одну из дуг, на
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Рис. 1
Рис. 2
которые хорда 
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 разбивает окружность 
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. Заметим, что 
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 (см. рис. 1), так что 
[image: image802.wmf]0.5

YABBXAAB

Ð=Ð=È

 ( половина дополнительной дуги 
[image: image803.wmf]AB

). Итак, все такие точки 
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 лежат на луче, составляющем с отрезком 
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 угол в 
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 и заполняют этот луч, когда 
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 пробегает указанную дугу.
Аналогично (см. рис. 2) заключаем, что когда точка 
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 пробегает вторую (дополнительную) дугу, точка 
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 пробегает луч, дополняющий указанный выше луч до прямой.
11.6. Ответ: 2007.
Хорошо известно, что количество всех делителей числа
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где 
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 различные простые числа, вычисляется по формуле 
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. Заметим, что эта формула остается верной и в том случае, когда некоторые из чисел 
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 (возможно и все) равны 0.
Поскольку 
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, а число 223 простое, то положим
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где 
[image: image816.wmf]m

 взаимно просто и с 3, и с 223, 
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. Подставляя эти значения в исходное равенство, после сокращения на ненулевой множитель 
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Легко видеть, что при 
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 не существует неотрицательных целых 
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, удовлетворяющих (3), и также при 
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 не существует неотрицательных целых 
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, удовлетворяющих (3).
Следовательно, 
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Теперь простой перебор возможных значений 
[image: image833.wmf]1,2,3,4
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 показывает, что единственным решением (3) является пара 
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Следовательно, наименьшим числом, удовлетворяющим исходному равенству является число 
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11.7. Ответ: 816.
Заметим, во-первых, что изданных 25 куч (назовем из старыми) можно получить кучи с количествами камней, указанными в условии (назовем эти кучи новыми). Это следует из того, что сумма камней в новых кучах равна сумме камней в старых кучах (простое вычисление по формуле 
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 в данном случае общее число камней равно 25-13-17). Упорядочим и старые и новые кучи по количеству содержащихся в них камней. И в старой и в новой 17-й куче количество камней равно 
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 старая 
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-я куча содержит меньше камней, чем новая 
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-я куча, а при 
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 – больше. Таким образом, наименьшее количество ходов достигается, если из старых куч с 18-й по 25-ю перекладывать камни в кучи с 1-й по 16-ю до тех пор, пока количества камней в них не станут равны требуемым по условию задачи.
Итак наименьшее число ходов равно
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11.8. Ответ: 
[image: image843.wmf]2
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Рассмотрим осевое сечение конуса – равнобедренную трапецию 
[image: image844.wmf]ABCD

. Пусть 
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 – радиус меньшего основания, радиус большего основания и образующая конуса соответственно, 
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 – радиус вписанного шара. Тогда 
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откуда 
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Поэтому 
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